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2.2  The hard copy will be housed in the University Library. The digital version will be deposited in the 
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agreement are non-exclusive. I retain all rights in the thesis in its present version or future versions. I 
agree that the institutional repository administrators and the British Library or their agents may, without 
changing content, digitise and migrate the thesis to any medium or format for the purpose of future 
preservation and accessibility. 

 

4. DECLARATIONS 
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subject to the normal limitations on the use of copyrighted materials and to the proper and 
full acknowledgement of its source. 
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bound copy submitted in completion of my degree, once any minor corrections have been 
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 I have exercised reasonable care to ensure that the thesis is original, and does not to the 
best of my knowledge break any UK law or other Intellectual Property Right, or contain 
any confidential material. 
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agents, and may be searched and copied by, for example, text mining and plagiarism 
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 I grant the University of Warwick and the British Library a licence to make available on the 
Internet the thesis in digitised format through the Institutional Repository and through the 
British Library via the EThOS service. 

 

 If my thesis does include any substantial subsidiary material owned by third-party 
copyright holders, I have sought and obtained permission to include it in any version of 
my thesis available in digital format and that this permission encompasses the rights that I 
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5. LEGAL INFRINGEMENTS 
 

I understand that neither the University of Warwick nor the British Library have any obligation to take legal 
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rights, breach of contract or of any other right, in the thesis. 

 
 

 
 
Please sign this agreement and return it to the Graduate School Office when you submit your thesis. 
 
 
 
Student’s signature: ......................................................…… Date: .......................................................... 

 



��������� ���������� ���� �� ��������� ���

��� �� �������� ������ �� �� ��������� �����

��

������� ������

������

��������� �� ��� ���������� �� �������

��� ��� ������ ��

������ �� ����������

���������� �� �����������

����� ����



��������

��������������� ���

������������ �

�������� ��

������� � ������������ �

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� ������ ��� ����� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� ������� ��������������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� ������������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� � ������� �� ������������� ������ ��

��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� ����� �� δQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� ����� �� δL � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�



����� ��� ����� �� µQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� ��� ����� �� µQp � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� ������������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� � ��������� ��������� ����� ��������� �� ������ ����� ������ ��

��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������ �� ����������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� �������� y2 = (x3 + x2 − 1)Φ11(x) � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� � ������ ���������� ���

��� ������� ������� ������ ����� �������� ���������������� � � � � � � � � ���

��� �������� ���������������� �� ������������� ������ � � � � � � � � � � � � � ���

������������ ���

��



���������������

�� ������ ��������� ���� �� �� ����������� ����� ������� ��� ��� �������� ��������

��� ��������� �� �� ��� �������� �� ����������� �� � ��� ����� ��� ������� �� ���� ��

������ ��� ���� ����� ��� � ���� ������ ������� ���� �� �������� ������� ����� ���

���� ���� �� �������� ��� ��������� �� �� ����

� ����� ���� ���� ����� ������� ������ ����� ���� ��� ���� �� ��� �������������

������� ����� �� ��� ���������� �� ������� ��� ����� ��������� ����������� ��� ��� ������

�� ��� ����������� �� ������� ���� �� ��� ���������� ��������� �� ���� ������ �� �����

���� �� ���� �� ��������� ��� ��� �� ��� ���� ��������� ����������� �� �� �����

� �� ���� �������� �� ���� ��������� ��� �������� ��� ���� ������� ����� ��

���������� �� ��� ��������� �� ������� ����� �� ������� �� ��� �������������� ����

�� ��� ���� ������ ��������� ��� �������� ������� ����� �� ��� ���� � ���� ����

������������ ������� ���������

�� ���� ������ �� �� �� ������� ��������� ���������������� ��� ������ ���

������������ ����� ������� ��������� ��� ��� ��� ���������� ��� �������������� ������

���������� ���� �������� ��������� ���� ��� ����� ��������

���� ������ �������� ���� ���� ��� �� �� ����� ������� ��� ������ ������� ����

���� ��� ����� ��������� � ������� ���� � ���� ������ ���� �� ����� ���� ����� �� ������

��� ��� ���� � ����� ���

����� ����� �� �� ������ ����� �� ����� ������ ������ ���� ��� �����������

���������� �� ��� ���������� �� �������� � ������� ���������� ��� ��� �� �� ����

�������� ����� ������ ��� ������� ������ �� ���� � ������ �� �������� ��� �����

�������� ������� ����� ���� �������� �� ����� ����� ������� ��� ������������ � ����

���



������ ������� ��� ������� � ����� ���� �����

�������� � ����� ���� �� ����� �� ������ ��� ��� �������� ���� ��� ���������� ��

������ ��� ��� ��������� ������� �������������� ��� �� ������� ���� �� ������� ���������

������ �������� ������� ������� ��� �������� ��� ��������� ���� ������� ��� ��������

�������� �������

�� �������� ��� ��������� �� �������� ���� � ������� � ���������� ��� �������

���� ������������������ ��������������� ������������ ��������� ���������� ��

��� �������� ������ ���� ��� �������� ����� ���� ��� ���������� �������� �� ���������

��� ��������

��



������������

������������ ����� ��� ���� �� ���� ��� ��� �������� �������� ������� ��� �� ��� ������

�� �������� � ��� � �� ���� ������� ����� ��������� ��� ��� �������� ������� ���� ���

����������� ���������� �� ��� ������������ ������� �� ������������� ����� ��� ���� �����

����� ���� ��� ��� ��������� ��� �������� ����� ������ �� ������� � �� ���� �����

����� ����� �� ������� � ��� ����� ���� ��� ����������� ������ ��� ������ �� �����

��������� �� ������ �� ������� ������� ���� ���� ��� ��� ��� �������� �������� �����

���� �� ��� �������� �� ������� � �� ��������� �� ��� �������� �� ��� ����������

���� �������� ������� �� ��� ������ �� ���� ������� ������ ��� ������ �� ��� ����� ��������

�� ��� ���������� �� �������� ���� ��� ��������� ��� ����������� �� � ���� ��������

����������� ������� ��� ��� �������� �� ��������

���������� ���� �� ��� �������� �� ������� � �� ��������� �� ��� �������� �� ���

���������� ���� �������� ������� �� ��� ������ �� ���� ������� ������ ��� ������ �� ���

����� �������� �� ��� ���������� �� �������� ���� ��� ��������� ��� ����������� �� �

���� �������� ����������� ������� ��� ��� �������� �� ��������

�



��������

���� ������ �� ��������� ���� ��� ������� �� ����������� ���� �� �������� ������ ��

��������� ������ ������ ���� ������ ������ ������������ �� ���� ������� ��� �������

�� �������� ���������������� ��� ��� ������������ ������ ����� ���� ���� ������ ���

���� ������ ��� ������ ��������� ���� ���� ���� �� ���������� ��������� ��� ��������

���� �� ���� ����������� ����������� ���������� ���� �� ���� ����� �� ������ �� ������

������� �� ��� ������ �� ��� �������� ���������� ��� ���� ������� �� ��� ������ ��� �����

�������� �� ��������� ���� ��� ���������

�� ������� � �� ������ ��� ������ �� ��������� ������� �� ������������� ������

����� �� ��� ������ �� ������������� ������� �� �� ����� �� ���� �� ��� ������ ����

��������� ���������� ���� ����� ���� �������� ����� ������ �� ���� �������� ������� ��

���� ��� �� ��������� ���� �������� ��� �� ����� ����� �� ���� ���� �� ����� �������

�� ������������ ������� ��� ��������� �� ���� ����������� ����������� ��������� �����

�� ������� �� ��� ��� �� ��� ��������

����� �� ������� �� �� ������ ��� ������ �� ��������� ����� ���������� ������

����� �� ����� �� ��� ��� ������������� �� ����� ��� ��������� �� ����� �� ���� ��

���������� �� ������ ����� ������� �� ����� ���� ��������� �� ���� ���������� �� �������

�� ���� � ������� ������� �� ��� ������������ ������ �� ����������� ��� ���������� ��

��� ��������� �� ��������� ��� �� Q��������� ������ �� � ������������� ����� �� ����� 6�

����� �������� ���� ��� �������� ���������� ����� ��� �� ���� �� ����� ��� ���� ��������

��



�� �� ������� �������� ����� ����� ��� �����



������� �

������������

��� ����������

��������� ����� ���������� ���� ������� ��������� ����� ��� ���������� ��������������

��� ����� ������ �� ����� ���������� ��� ������� ������ ����� �������� ����� ����������

��� ������ ������� �� � ����������� ����� ������� ������������� ��� ����������� ���� ��

��������

����� ����������� ��������� ��� ����������� ������� �� ���������� ����������

����� �� �� ������� ���������� ���� ��������� ��������� ������ ���� ��������� �������

������ ��������� ��� ������� ���������� �� �������� ���� ��� ����� ��������� ���� ����� ��

���������� ������� ��� ��������� �� ��� ���� ������ ����� �� �������� ���� ��� ��������

��������� �� ����������� ����� ���� ��� ���� ���� ������ ������������ �� ��� ������������

�� � ����������� �������� ������� ������ ���������� ��� ���� ��� ���������� �� ���

���������� ������ �� ����� ��� ���� ���� �� ���� �� ��� ���� ��������� ������������ ���

���������� �� ��� ���� �������� �������� ��� ���� ������� ������� �� ���� �� ������

����� �� ��� ���� �������� �������� ���� �������� ����� ��� ����� �� ��� �� ��� �����

��� ����������� ������� ��� ��������� ��������� ����� �� ������������ �������� ������

��� ������� ������

��� ������� ��������� ���� ����� �� ���������� ������� �� ���������� ���������

�



�� ��� ���������� ��� �������� �� �� �������� ��������� �� ��� ����������� ���������� ��

������� �� ��� ������ ����� � ���� ����������� ������������� ����� ����������� ������� ���

�������� ��� ������ ����� ������������� ����� �� ���������� �� � ������ ������������ �����

�� � ����� ����� g� ����� �� ���� ����� �� � max{3g − 3, g}������������ ������ ����� ��

������ ������ ��� ���� ������ ���� ������ ������ ���� ���� ������� ������������� ����

���� ������ ����������� ���������� �� ��� ���� ����� �� ���� � �������� �������������

�� ��� �������� �� ��� �������� ����� ���� �� ����� 0 ������ ���� �� �� ������ ��� ��������

�� ��� ������ ����� ��� ��������������� ���������� ������ ���� ����� ����� ���� ��

���� � ������ ������������� �� ���� �� ����� �� �� ����� 1� ��� ������ ����� �������

�������� ������ ���� ��� ��� �� �������� ������ �� ������ ��� ������������� ��� ����� ��

������� �����������

��� ��������� ��� ����������� �� ��� ��������� ��� ���� ������ �� ���������

���� �� ���������� ��� ����������� �� ���������� ��������� ����������� ��� �� ���

������������ �� ��� ���� �������� ����� �� ��� ������ ������� ��� �� ���� ��� ��������

�� ���� �� ��� ������ ���� ���� ��� �������� ������������ �� ������ ������ ��������

��� �� ������� ��� �� ����� ���� �� ���� ������� ��� ��� �� ������ ������� ����������

��� ��� ��������� ������ �� ��� ������ �� ���������������

���� ������ ���� �� ����� �� ������� �������� ����������� ���� �� ����� ��� ��� ��

�������� ������ �� ������� �� ����� �� ����� ����� ����� �� �������������� ��� ����������

�� �� �� �� �������� �� ��������� ��� ����� ������� ����������� ���� ����� ������� ��� ���

����������� ������� ��� �� ����������� ��� ���� �� ���������

��� ���� �������

��� ���� �� ������� � ���� �� ������ ��� ������ ����� ��� ��������� ������� ���������

������� �������� ���������� ����������� ������� ������ �� �������� ������������� �������

����� ����������� �������� ������ ��� ����� ���������� �������� ������� ������������ ���

���������������� ������ ��� ��� ������������ ������ ��� ��� �������� �������� ��

�



���� ������� ��� ������ ����� ���� ��� ���������� ����� �������� ����� �� ������� �������

�� ��������������� ������������ �� ��� �������� ����������� ��� ���� ������� �� ���� ������

��� �� �������� � ��� ��

�� ������� � �� ����������� ��� �� ������� ������� �� ������������� ������� ���

���� ������� ����� �� ����������� ��������� ���� ���� ������ ����� ���� ������ ��� ���

����� ���������� ������� �������� ���������

16a7 + 87b7 + 625c7 = 0 �������

11a5 + 29b5 + 81c5 = 0 �������

27a5 + 16b5 + 2209c5 = 0 �������

32a7 + 81b7 + 187c7 = 0, �������

����� ���� �� �������� �������� ��������� ��� ����� �� �� ����� �� ������� ������ �����

���� ���� ���������� �� ����� ��� ��� ������� ������ ���� ����� ������� ���� ��� ����������

�� ����� ���������� ������� ����������� ������ �� ������� ������ ����� �� ���� ���� ���

���� ���� (a, b) ∈ Z2
>0 ���������� ��� ��������

b3 =
a�

i=1

i9

�� (1, 1)��

�� ������� �� �������� ������ ����� ��� ����� ���� � ������������������� ����

����� �� ��� ������ �� ��������� ����� ���������� ��������� ����� �������� ���� ��

������������� �������� ������� �� ��� ������������ ����� �������� ������� �� ���� ����

����� �� ������� ������ ���� ��� ��������

y2 = (x3 + x2 − 1)Φ11(x),

����� ��������� ����� ���� ������� �������� �� ��� ���� ����� ��� ������� ���� ������ ���� ���� �����
���� ��� ������ ���� �� ���� �� ����������� ������ ����� �� �������� ���� ���������� ��� ���� ��� ��
�������� ������ �� ��� ������������� ������ �� ������� �� ��� ��� �� �������� �������

��� ������������� ��������� �� ������� ��� �� ��������� �� ��� ����� �� ��� �������� ��������

�



����� Φ11 �� ��� ���������� ���������� �� ������ 10� ��� �� �������� �����������

��� �������������

����� ������ ��� ����� �������� ���������

���������� ��� ������� C ���� �� � ����������� ���������� ����������� ����� ������ ������

���� �������� M ������������ ���������� ����� PM (�w)� ���� ������ ������ �w ∈ ZM
>0�

��� ���� �� ��������� �� C ���� ���� ��������� �� ��� �������� �� ���� ������� C ���� ��

������ ���� � ������ ���� K� �������� Q� �� ������� �� C ���� �� ������ ���� Q ���

�� ���� ��� ��� ���� ������ ��� ��� ��������� �� ������� �� ��� ����� Q� Qp ��� Qp ���

� �������� ����� p� �������������� ������� �� ������ �� ����������� �� �������� �� C ���� ��

������ ���� � ������ ���� K �������� ������ ���� Q�

�� �� � ��������� ��������� ������� �� K ��� ������ �� �� K� ��� GK �� ���

�������� ������ ����� �� K� ��� ���� �� �������� �� K ���� �� ������� �� OK� ���

�� ��������� � : AM → PM (�w)� ���� ���� �(AM ) ∩ C �= ∅� �� ���� �(AM ) ∩ C

�� ���� ����� �� C� �� ������ ��� ���������� ���� �� K[�(AM ) ∩ C] ��� ���� ��

K[C] �� ��� ������ �� ���� ����� �� ����� ���� ��� �������� ��� ��� �������� ���� ��

K(C) = K[�(AM )∩C](0)� ����� ���� ���� ��� ������ �� ��� ������ �� �� ��� bl : C̃ → C

������ ���� ����������������� �� C� �� ����� ������ � ������������ ���������� ���������

����� ���� K� ���������� �� C ���� ���� K(C̃) ∼= K(C)� �� ��� ������ ���� �� ����������

����������� �������� �� ��� ��� �� ��� �������������� �� �� ���� ������� ��� ��� ����

������� � ����� ��� � ����� �� ��� �� ���� ���� � ����� ������ �� �������� �� ��

����� ��� � ����� P ∈ C ��� �� ���� ����� �(AM ) ∩ C� ���������� P � ������ ��

mP ⊂ K[�(AM ) ∩ C]� ��� ����� ����� ���������� �� ��������� ��������� �� P ��� ��

K[C]P ⊂ K(C) ��� ������������ �� K[C] �� mP �

����������� ������ ��� C �� � ����� ���� K ��� P ∈ C � ������������ ������ ����

������ �� �� ������ ��� ����� �� ������� �� ��� ������������� ���������� ������
����������� �� ����������������� �� ����� ��� ���� ���� C �� � �����

�



��� ����� ���� K[C]P �� � �������� ��������� �����

������ ��� ��� ������� ���� ����������� ������ �� ����

��������� ������ ����� �� ���� �� ���� ��� C �� � ����� ��� P ∈ C � ������������

������ ��� ������������ ��������� �� K[C]P �� ����� ��

ordP : K[C]P → {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}

ordP (ψ) = max{d ∈ Z : ψ ∈ md
P }.

����� ordP (ψ1/ψ2) = ordP (ψ1)− ordP (ψ2)� �� ������ ordP �� K(C)�

ordP : K(C)→ Z ∪ {∞}.

� ����������� ��� C �� P �� � �������� τ ∈ K(C) ���� ordP (τ) = 1 ����� � ���������

��� mP �� �

����������� ������ ��� C �� � ������ V ⊂ PN � �������� P ∈ C � ������������ ������

��� ψ : C → V � �������� ���� ���� ψ �� ������� �� P � �� ����������� �� C �� ����

��������� ���� ψ �� � ���������

������ ��� ��� ������� ���� ����������� ������ �� ����

��������� ������ ����� �� ���� �� ���� ��� ψ : C1 → C2 �� � ������������ ��� ��

������������ ������� ��� ��� P ∈ C1� ��� ����������� ����� �� ψ �� P � ������� ��

eψ(P )� �� ����� ��

eψ(P ) = ordP (ψ
∗τψ(P )),

����� τψ(P ) ∈ K(C2) �� � ����������� �� ψ(P )� ���� ���� eψ(P ) ≥ 1� �� ��� ���� ψ ��

��������� �� P �� eψ(P ) = 1� ��� ψ �� ��������� �� �� �� ��������� �� ����� �����

�� C1� �

�



����������� ������ ��� ψ : C1 → C2 �� � ������������ ��� �� ������������ �������

���� ��� ����� Q ∈ C2
�

P∈ψ−1(Q)

eψ(P ) = deg(ψ).

������ ��� ��� ������� ���� ��������

������� ����� ������������������ ��� ψ : C1 → C2 �� � ������������ ��� �� ����

�������� ������ ����� ��� ������ ���� � ���� �� �������������� ����� ����

2g1 − 2 = (deg(ψ))(2g2 − 2) +
�

P∈C1

(eψ(P )− 1),

����� gi �� ��� ����� �� Ci�

������ ��� ��� ������� ���� ������� ������ �� ����

�� ���� ����� ��� ��� ������� �������� �� ��� �� ��� ���� ������� �� ������

��� �������� ������ ���� ������ ���� �� ��� ������� ��������� ���� ����� �� � �������

������ ��� �� ����� ������ �������������� �������������� ��� �������� �� ������ �����

���� ������ �� ��� ������ �� ������������� �������

��������� ������ ��� q �� � �������� ����� ��� n ≥ 2 �� � �������� �������� �� �����

� ������������� ����� �� �� � ���������� ����� ����� C ���� �� ���� ����� ������ ��

��� �����
�
(x, y) ∈ K2

: yq = f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0

�
,

��� ���� q��� ���������� ���������� f ���� ���������� �� K� ��� l ������ ��� ������

������ �������� �� q ��� n� ��� ���������� ����� �� ���� ������������� ����� ���� ��

������ �� ��� �������� ���������� ����� P2(l/n, l/q, 1) ��

C =
�
(X,Y, Z) ∈ P2(l/n, l/q, 1) : Y q = F (X,Z) = anX

n + . . .+ a1XZ
(l−l/n) + a0Z

l
�

���� ������� �� ����� ���� �� ���� � ����� ����� �������� �� ��� ��� �� K��������� ������ �� ���
�������� �������� J � �� ��� ������ ����� �������� �������� ���������� ������� �� J � ������ ���� �����
���� ��� �������� ���� �������� ��� ����� ����� �� ������ ������

�



����� ��� ��������� X,Y, Z ���� ������� l/n, l/q, 1 ������������� �

��� ������ �� ��� ������� ����� ��� ��� �������� ����� �� ��� ����� �� ��� ��������� ���

��� ��� ���������� ���� ��� ���������� ������ ��� ����������� ���������� ������ ������

� K��������� ����� (x, y) �� ��� ���� ����� ���� ������� x = a/cl/n, y = b/cl/q ��� ����

a, b, c ∈ OK� �� ��� �������� ����������� �������� Y q = F (X,Z) ��� �� ������� �� ��

���� �� ��� ���� �� ������ ������������ ���� ��� ���� ��������� ������� ���������

�� ���� �������������� �� ���� ����� ��� �� �������� ������ �� ������� ����� ������ ����

Z = 0�� �� �� ���� �� �������� ����� ����� ����������� ������ ��� ���� �� ��� ���������

�� ���� ���� ��� ���� ���� ���� q | n� �� ����� ���� �� �� ������� ���� �� ����� �� �����

�� ��� ���� ����� � : A2 → P2(1, n/q, 1)� �(y, z) = (1, y, z)�

���� q | n ��� ������������� ����� C ��� q ������ �� �������� ��� �� �����

• ���� �� K��������� ���� an /∈ K∗q�

• ��� �� K��������� ���� an ∈ K∗q ��� 1 �� ��� ���� q��� ���� �� ����� �� K�

• q ��� K��������� ���� an ∈ K∗q ��� ��� �� ��� q��� ����� �� ����� ��� �� K�

���� q � n ����� �� ������� ��� K��������� ����� �� �������� �� ���������� ���� ���� ��

��� ��������� ��������

������� ������ �K = Q� �������� ��� �����

C : Y 3 = 8X6 +X3Z3 + Z6.

��� ������ �� ������� ��� (1, 2, 0)� (1, 2ρ, 0) ��� (1, 2ρ2, 0) ����� ρ �� � ��������� ����

���� �� ������ �� �� ���� �� ��� ���� ���� (1, 2, 0) �� Q����������

�������� ��� �����

C : Y 3 = 2X5 +X2Z9 + 5Z15

�



������� Z = 0 �� ��� ���� �� ���� ��� ������ (1, 3
√
2, 0)�(1, ρ 3

√
2, 0) ��� (1, ρ2 3

√
2, 0) ��

�������� ��� �������� ��� ����� ��� ��� ���� �����

(1,
3
√
2, 0) = ((ρ)3, (ρ)5

3
√
2, (ρ)0) = (1, ρ2

3
√
2, 0) ���

(1,
3
√
2, 0) = ((ρ2)3, (ρ2)5

3
√
2, (ρ2)0) = (1, ρ

3
√
2, 0).

���� ���� ����� ���� ��� ����� �� ������� �� Q��������� ����� �� ������� ���� ����� ���

������ �� GQ� �

��� ������ �� ��� ����� �� ������� �� ������� �� �������� � �������� ��������� �� ���

���� q � n� �� ����� ����� ���� ��� ��� ψ : C → P1, (X,Y, Z) �→ (X,Z l/n) �������

�� ��� ����� �� �������� ��� ��� ���� q | n� ���� q | n �� ��� ��� � ����� �� C ����

K ������ � ψ������������ ����� �� ������� ���� ���� f ��� � ������ ������ ������ ����

K� �� ��� ����� ����� ��� ��������� ����������� ����� ���� ��� �������� ��������������

�� ������ ��������� ������ ��� ���� q | n ���� ���������� �� ����� ���� �����������������

������ ������

����������� ������ ����� ������������� ����� �� ���������� �� � ������������� ����� ������

����� �� �������� �� ��� ���� yq = f(x)� ����� deg(f) = n ��� q | n�

������ ������� C��� : y
q
���

= f���(x���) �� � ������������� ����� ��� ���� deg(f���) = m =

iq + j ���� i ∈ Z≥0 ��� 0 ≤ j < q� ���� a ∈ K ���� ���� f���(a) �= 0� ����� ���

���������� h �� f���(x���) = h(x���− a) ��� ��� ���������� f �� ������ n = q(i+1) ��

f(x) = h(1/x)xq(i+1)� ��� C �� ��� ������������� ����� ������ �� yq = f(x)� ���� C���

�� ���������� �� C ��� ��� ��� (x���, y���) �→
�

1
x���−a ,

y���
(x���−a)i+1

�
�

�� ����� �� ���� ������������ ���� ��� �� �� ���� ������ ���� q | n�

��� ������ �� ��� ������ ���� f �� q��� ���������� ������� ��� ���� �� ����������

�� ������� �� ���� � �������� ��� χ : Ĉ → C ������ ���� K� �������� Ĉ �� ����� ��

��� �������� yq = f̂(x) ���� hq | f̂ ��� C �� ����� �� yq = f(x) = f̂(x)/h(x)q� ������

�



(x, y) �→ (x, y/h(x))� �� �� ���� �� ����������� �� ��� ������ ��� �� ����������� ����� ������

�� ���� ���� ��� C ������ ���� Ĉ�

��� ��������� ���� ������� �� �� ���� ����� ���� ��� ������� ���� �� ������ ���

�� ������� ��� ����� ��� ����������� �� ��� ������� �� ����� ���� �� ���� ������� ���

������� ����� ����� �� ����� �������� �� � ������������� ����� C� ���� ������ �� ��� ��

���������

����������� ������� ��� C �� � ������������� ����� ���� K ������ �� �� ��������� ������

���� q | n ��� f � q��� ���������� ����������� ������� ���� ���� K� f ������� ��

f = (x− ϑ1)
n1 . . . (x− ϑd)

nd ,

����� ��� ϑi ��� �������� ��� 1 ≤ ni < q ��� 1 ≤ i ≤ d� ��� bl : C̃ → C �� ���

����������������� �� C� ����� ��� �������� ������ ��� ����� g �� C �� ����� ��

g = Genus(C̃) =
(d− 2)(q − 1)

2
.

������ ��� ψ : C → P1 �� ��� �������� ����� �� ��� �������� x ∈
�
K[x, y]/(yq − f(x))

�
(0)

=

K(C)� ���� ��� ��� ���� ����� � ����� (X,Y, Z) ∈ C �� (X,Z) ∈ P1� ���� ��� ������

����� �� q� �� ����������� ����� bl ◦ψ �� � ��������� ����� �� ������ q� �� ������������ ���

������� ������� ��� ��� ����������� ������ �� bl ◦ψ ��� �� bl−1 ({(X,Y, Z) ∈ C : Y = 0})�

���� ���� #{(X,Y, Z) ∈ C : Y = 0} = d� �� �� ��� ���� #bl−1(P ) = 1 ��� �����

�������� ����� P ∈ C� ���� ��� ��� �������� ������ ��� ������ ���� �� ����������� �����

��� ������� ����� ������� �� bl ◦ψ �� ����� ���

g =
1

2

�

Q∈C̃
(ebl ◦ψ(Q)− 1)− q + 1

=
1

2
d(q − 1)− (q − 1)

=
(d− 2)(q − 1)

2
.

�



�� ���� ���� ���� �� �������� ��� ����� �� ���� ��� ���� ���� gcd(ni, q) = 1 ��� ���

1 ≤ i ≤ d� ��������� � ����������� �� ��� ����� (0, 0) �� ��� ���� ����� �� C �� ���

���� ya = xb + O(xb+1) ����� ����������� �������� ����� �� �� ���� ����� ������ ��

��� �������� ygcd(a,b) = xgcd(a,b) + h.o.t� ���� �� ��������� �� ��� ��� ��� �������� ���

��������� ��������� �� a ��� b� ���� ������ ����� �� ������� ��� ��������� ������������

�� ���� ���� ������� gcd(a, b) ������ �� C̃ ���� ��� �� (0, 0) �� C� �� ��� ���� a = q

��� b = ni� �� �� ���� ������� ���� � ������� �������� ��� �� ���� ��� �������������

���� ���� ��� �������

�� ���� ��� ��������� �����������





�������� ������

q = 2, n = 3

��

q = 2, n = 4, C(K) �= ∅
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�������������

������




⊃





�������������

������

q = 2, n > 4




.

�� �� ���� ����� ���� ��� �������� ������� ��� ��� �� ������ C(K) ��� �� ����� ��� ���������

�� �� ������� ����� ��� ��� ��� ������������ ���� K ⊆ Kext ⊆ K� ��� ��� �� Kext���������

������ C(Kext) �� � �������� �� C(K)� ��� �� ��������� ����� C ���� K �� ����� g > 1

��� ��� ����� ��� ���� ������� ����� �� �������� DivK(C) ��� ��� �������� PrincK(C) ��

��������� ��������� ��� Div0K(C) ������ ��� ������ �� ��� ������ ��� deg : DivK(C)→ Z�

��� ������ ����� PicK(C) �� ��� �������� DivK(C)/PrincK(C)� ����� deg �� ���� ��

PrincK(C)� �� ������� �� PicK(C)� ��� ������ �� deg : PicK(C) → Z �� ������� ��

Pic0K(C)� ���� C �� ������������ Pic0K(C) ��� �� ����� ��� ��������� �� � ����������

������� ������� ������ ���� K ������� ���� �� ������ ��� �������� ������� �� ��� ����� C

��� �� ������ �� �� J � ��� �� ��� �� K������������ �� ��������� �� �����

• DivK(C) = DivK(C)
GK � GK ������� ��� ���� ���� �� ��� GK���������

• PrincK(C) = PrincK(C)
GK �

��



• PicK(C) = DivK(C)/PrincK(C)�

• Pic0K(C) = Kernel(deg : PicK(C)→ Z) ���

• J(K) = Pic0K(C)
GK � ��� �������� �� K��������� ������ �� ��� �������� ��������

���� ���� ��� ��� Pic0K(C) → J(K) �� ��������� ��� ��� ������ ����������� ����� � K�

�������� ������� ����� ����� ��� ������� � K��������� �������� ���� C(K) �= ∅ ���� ���

�� ������ �� ����������� ���� ��� ������� ���� ����������� ������

�������� ������� ��� V �� � �������� ���������� ������������ ���������� ������� ������

���� � ������ ���� K ��� ��� p �� � ����� ����� �� OK� �� ������ �� Vp ��� ����

������ �� V �� ��� ���������� Kp �� K ���� ������� �� ��� ��������������� �����

������������� �� p ��� �� V p ��� ������� ���� ��� ����� ���� Fp = OK/p �������� ��

�������� ��� ���������� �� Vp ������ p� �� ���� ���� � ��������� ���

redp : Vp(Kp)→ V p(Fp),

����� �� ���� � ������������ �������� V �� �� ������� �������� �� ���� ������ ���

����������� �� ���� ��� �� V (K) �� Redp�

���� �� ���� � ����� ������ ���� ��������� Q ⊂ K ��� p �� � �������� ������

�� ���� ������ ��

Redp : V (K)→
�

p|p
V p(Fp)

��� ��� ������� � K��������� ����� P �� ��� ����� (Redp(P ))p|p� ����� p ���� �������

��� ��� ������ �� OK ���� ������ p� �

��� �� ���� ����� ���� ��������� ������� �� ���� �� ����� ������ ��� ����� ����

���� ������ �� � ����� �� ��� ������ �� �������� ������ �� � ������������ ����� ���� �

����� ����� �� ��� ��������� ���� ����� ������� �� ������ ���� � ������������ ����� ��

����� g ���� � ���� ���� pa �������� ��� ������������� �� ���� ������ �� ��� ����������

���� ���� ���� ����� ������ pa + 1� ������ �� ����� ����� ��� �� ������� �� ����� ��

��



g� ���� ���������� �� � ����������� �� ��� �������� ����������� ���� �� ��� ������

���� ����������� ���� ��� ���� �� �������� ��� ������� ������� ������� �� � ���������

���������� ��� ����� ���������� �� ��� ����� �� �������� ������ �� �� ������� �������� ��

���� �� ����� �� �� ��� ���� ����� A = J � ��� �������� �� � ������������ ����� C� �����

��� ��������� ��� ������ �� ������� ������� ���������� ����� �� ���������� ������������

��� ������ �� �������� �� ����� �� ������ ���� ��� ������ C �� ����� g > 1 ������ ����

� ������ ���� K� �� ���� #C(K) < ∞� ���� ������ �� ���� ��� �� ����� ���� ��� ���

�� �� �� ����������� �� �� ������������ ��� ���� ������ ��� ���������� ��������� ���� ���

�����������

������� ������ ������������� ��� p �� � �������� ������ a � �������� ������� ��� C ��

� ������������ ����� ���� ��� ����� ���� F ���� pa ��������� ����

| C(F)− pa − 1 | ≤ 2g
√
pa,

����� g �� ��� ����� �� C�

������ ��� �����

������� ������ ��������������� ��� A �� �� ������� ������� ������ ���� � ������

���� K� ���� ��� ��� �� K��������� ������ A(K) �� � ������� ��������� ������� ����� ����

A(K) ∼= T⊕ Zr,

����� T �� � ����� ������� ������ ��� ������� ��������� ��� r � ������������ �������� ���

�����

������ ��� �������� ������ ���� Q ��� ���� ��� ��� ��� ��������� �� ������� ��������� ����

������ ����� ��� �����

������� ������ ����������� ��� C �� � ������������ ����� ������ ���� � ������ ����

K� ���� ��� ����� �� C �� ������� ���� 1� ��� ��� �� K��������� ������ C(K) �� ������

��



������ ���� ��� ���� ������ �� �������� �� �����

����� ������� ��������������� ���������

��� V �� � ������� ���� � ������ ���� K ��� ��� v �� � ����� �� K ������ �� ���������

���� ��� ��������� �� K �� ��� ���������� Kv ������� �� ��������� �� V (K) �� Vv(Kv)�

�� �� ���� ��� ��������� ��������������� �����������

Vv(Kv) = ∅ ��� ���� ����� v⇒ V (K) = ∅,

����� ��� �� ������� �� �� ��� ���� ���� ��������� ��� ������� ���� ��� ��� V (K) �� ������

��� � ����� �������������� �������� ���� � �������� �� ���� ���������� ������

Vv(Kv) �= ∅ ��� ��� ������ v⇒ V (K) �= ∅, �������

��� ���� ����� ��� �������� ����� �� ��� �������� ������ ������ ��� ��������� ��������

������� ������ ������������������ ��� n �� ��� �������� ������� ��� Q(x1, . . . , xn)

�� � ��������� ���� ���� Q� ��� ��������

Q(x1, . . . , xn) = 0

��� � ����������� �������� �� ��� ���� �� �� ��� � ����������� �������� �� R ��� �� Qp ���

����� ����� p�

������ ��� �����

����� ����� ����������� ���� �� ��� ������ ���� ��� ����� ������� ���� �� ���� �� ��������

����� ����� ��������� V ���� ������� ������� ��� ���� �� ������� ��� ����� ����������

���������� �� ��� ����� ��������� ���� ����� �� ���� ����� ��������� ���� ��� ���

��



���� �� ������������� ������� ��������� ���� ��

2Y 2 = X4 − 17Z4

��� ����� ������ �� ���� ��������� ��������� ������ �� ���������� �� ��� ���� �� �������

����� ������ �� ����� ���������� ���� ��� �������� ������� �����

3X3 + 4Y 3 + 5Z3 = 0. �������

������ �� ������� � ����� ���� ������� ��� �� �������� ���������� ��� �� ���� ����� ���

����� � ������� ��� ���������� ������ ���������� ��� ����������� ������ �� ��� �������������

�� ������� Vp(Kp) �� ����� �� ��� ��� � ����� ����� p �� K� �� �� ��������� � ��������������

�� ��� �������������� ������ ��� ���� ������������� �� R �� ��� ���� �� �������� �����

������

����� ������ ������� ������ ��� Kp �� ��� ���������� �� � ������ ���� K ���� �������

�� ��� �������� ��������� ordp : Kp → Z ∪ {∞} ������������� �� ��� ���������������

����� p� ��� OKp �� ��� ���� �� ��������� �� F �� � ���������� ���� ���������� �� OKp

��� w ∈ OKp ��������

ordp(F (w)) ≥ 2 ordp(F
�(w)) + 1

����� F � �� ��� ������ ���������� �� F � ���� ����� ������ � ������ ŵ ∈ OKp ���� F (ŵ) = 0

��� ordp(ŵ − w) ≥ ordp

�
F (w)
F �(w)

�
�

������ ���� ����� �� ���� �� ��������������� ��� ���� ���� ������ ��� �� ������� �� ����

����� �� ���� �� ���� ����������� ����� ���� ��� w0 = w ��� ��� i ≥ 1 ����� �����������

wi = wi−1 − ξi−1 ����� ξi−1 = F (wi−1)
F �(wi−1)

� �� ���� ���� ���� {wi}∞i=0 �� � �������� ��

OKp ���� ��������� �� �� ŵ ∈ OKp ���������� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ���

������ ����� �� ���� ���� ��� ���� i� ordp(F (wi)) > ordp(F (wi−1))� ordp(F �(wi)) =

ordp(F
�(wi−1)) ��� ordp(F (wi)) ≥ 2 ordp(F

�(wi)) + 1� �� ���� �� ���� ����� ����������

��



��� i = 1 �������� ��� ������ ���������

F (w1) = F (w0 − ξ0) = F (w0)− F �(w0)
F (w0)

F �(w0)
+O(ξ20) = O(ξ20).

���� ���� ordp(F (w1)) ≥ 2(ordp(F (w0))− ordp(F
�(w0))) > ordp(F (w0)) ���

F �(w1) = F �(w0) +O(ξ0)

�� ordp(F
�(w1)) = ordp(F

�(w0))� ��������� ������ �� ��� ����

ordp(F (w1)) > ordp(F (w0)) ≥ 2 ordp(F
�(w0)) + 1 = 2 ordp(F

�(w1)) + 1

�� ��������� ��� ��������� ���� ��� �� ����� ����� ������� ��� ���� ���������� ����

��������� ��� ������� 0 �� i−1 ��� 1 �� i� �� i ��������� ��� ��������� �� F (wi) ���������

���������� ����� ��� ��������� �� F �(wi) ����� ��� ����� ��

lim
i→∞

ordp(wi − wi−1) = lim
i→∞

ordp(−ξi) =∞.

�� ����� ������ {wi}∞i=0 �� � ������ ��������� ��� ����� OKp �� ��������� �� ���� ����

lim
i→∞

wi ������� �� ���� ���� ����� ŵ� �� ���������� �� F ��� F � �� ���� ����

ordp(F (ŵ)) = ordp(F ( lim
i→∞

wi)) = lim
i→∞

ordp(F (wi)) =∞, �������

ordp(F
�(ŵ)) = ordp(F

�( lim
i→∞

wi)) = lim
i→∞

ordp(F
�(wi)) = ordp(F

�(w)) �������

���

ordp(ŵ − w) = ordp( lim
i→∞

wi − w) = lim
i→∞

ordp


−

i�

j=0

ξj


 = ordp(ξ0). �������

�� ������� ��� ������� �� ��� ���� F (ŵ) = 0 ��� ordp(ŵ−w) ≥ ordp

�
F (w)
F �(w)

�
����� ������

��



��� ��������� ���� �� ��� ������ ��� ����������� ���� ���� �� ����� ������ w∗ ∈ OKp ����

F (w∗) = 0 ��� ordp(w
∗ − w) ≥ ordp

�
F (w)
F �(w)

�
���� ����� ������ u ∈ OKp ���� ����

w∗ = ŵ + u F (w)
F �(w) ��� ��� ������ ���������

0 = F (w∗) = F (ŵ) + uF �(ŵ)
F (w)

F �(w)
+O

��
u
F (w)

F �(w)

�2
�
,

�������� ���� ������� ���� ���� u = 0�

����� ������� �������� ������� ��� ��������� ���������� ��������

������ ��� ��������� �� ��������� ���� R �� ������� ��� �� ��� ��� ������ �� ��� ���������

�� ���� ���� ��� ��������������� ������� ���� ���� ������� ������ � ����� C �� ����� 1

�� P2� ���� 2� 3 ��� 5 ����� ��� ������ ����� C ��� ��� ���������� �� ������� �������

����� ������� ���� Cp(Fp) �= ∅� ��� �� �������� ���� �������� ����� �� ������ ����

Cp(Qp) �= ∅ ��� ������ p ≥ 7� �� ��� ����� ������� (X,Y, 1) ∈ C(Fp)� ��� X̂, Ŷ ��

��� ����� �� X,Y �� Zp� ��� ��� ������ {F (x) = 3x3 + 4Ŷ 3 + 5, w = X̂} �� {F (y) =

3X̂3 + 4y3 + 5, w = Ŷ } �� ��� ����� �� ����� ������ ���� ������ �� ���� �� ���� F �(w)

���� ��� �������� �� ���� ������ p�� �� ���� ����� ���������� ��� ��� ��������� �������

�� ��� ��� �� ���������� �� ����� ������ �� ��������� ����������� ����� ����� ����

������� �� ������������� ������ ���� ��� ��������� �� p�

����� ������� �������� ������� ��� �� �������� �������� (X,Y, Z) ∈ Z3� �������������

���� ���� �������� ��� �� ������� �� �� ��� ��� �� Q��������� ������ �� ��� ����� C ������

�� ��� ���� �������� �� P2� ���� C(Q) = ∅�

������ �� ���� ��� ��� ������������ �� P2� (X,Y, Z) �→ (3X,−6Y, Z) �� ����� C ����

��� ������������� ����

C : Y 3 = 6(X3 + 45Z3).

������ ������� ��������� �� ���� ���� ��� ���� ������ ��� ����� ������ �� �� ��� ������� �� ����� ���
������� ��� �������������� ��� ���������������������������������������

��



����� ������� � ����� P = (X,Y, Z) ∈ C(Q)� �� ��� ������ ���� X,Y ��� Z ���

������� ��������� ��� K �� ��� ������ ���� Q[t]/(t3 + 45) ��� θ �� ��� ����� �� ���

��������� t �� K� ������� ���� p �� � ����� �� ��� ���� �� �������� OK ���� ���� p � 6

��� 3 � ordp(X − θZ)� �� ����������

X ≡ θZ mod p. �������

���� ����� 3 | ordp(Y 3) = ordp(6) + ordp(X − θZ) + ordp(X
2 + θXZ + θ2Z2)� �� ����

���� ���� 3 � ordp(X2 + θXZ + θ2Z2)� �� ����������

X2 + θXZ + θ2Z2 ≡ 0 mod p. �������

��������� ������� ��� ������� �� ��� ����

3θ2Z2 ≡ 0 mod p.

��� �� ��� ������ ���� p | 3θ2 ����� X ��� Z ��� �������� �� �������� ��� ���������

p � 6 �� ��� ����

3 � ordp(X − θZ)⇒ p | 6θ2

⇒ p ∈ {p2,1, p2,2, p3, p5} = Supp(6θ2OK).

���� ��� ����� ����� (X,Y, Z) ∈ C(Q) �� ���� �� �������� �� ������

(X − θZ)OK = pe12,1p
e2
2,2p

e3
3 pe45 I3

����� ei ∈ {0, 1, 2} ��� I �� �� ����� �� OK � ��� � �� ��� ����������� ���� �� K ���

g1, g2, g3, g4 �� ���������� �� p2,1, p2,2, p3, p5 ������������ �K ��� ����� ������ 1�� ����

��



����� ����� ei ∈ {0, 1, 2} 0 ≤ i ≤ 4 ��� u0, u1, u2 ∈ Z ���� ����

X − θZ = �e0ge11 g
e2
2 g

e3
3 g

e4
4 (u0 + u1θ + u2θ

2)3. �������

������ ��� ����� (e0, . . . , e4) �� e ��� �e0ge11 g
e2
2 g

e3
3 g

e4
4 �� αe� �� ����

Y 3

6
= NK/Q(X − θZ) = NK/Q(αe)s

3,

�� 6NK/Q(αe) ∈ Q∗3� ���� ���� ������ �� �� ������� ��� ����� ���� 32 �� ��� 35 ��������

e��� ��� � ����� P = (X,Y, Z) ∈ C(Q) �� ��� ���� αe ������ P ���� ������� ����� ���

���� u = (u0, u1, u2) ∈ P2 ����� �� ���� ��� ���������� ���� X,Y ��� Z ��� �������

�������� ��� �� ����� ������� �� ��� ������� ���� �� �� ��� ���� �� ��� ���� ���� ��

���� αe1 = λαe2β
3 ��� ���� λ ∈ Q∗, β ∈ K∗� �� ���� ���� αe1 ������ P �� ��� ���� ��

αe2 ������ P ��� ��� ��� λ �� ����� P ��� β �� ��������� �������� ���� ��� ������ u ��

��� ������� ����� ���� ������ �� �� ������ ���� ��� 9 ��������� αe�� ��� ����� ��� ����

�������� �� C(Q)� ���� ���� ���� �� ��� ������� ������������ ����� ������� �� C(Q) ��

������� �� �� αe ��� ���� e� ����� ��� C(Q) �� �� ������ �� ���� ���� �� ���� ����

��� �� ��� 9 ��������� αe�� ������ ����� � ����� �� C� ���� ��� ������������� u ����

��� ������ ��� e = (0, 1, 0, 2, 0) �� ���� αe = θ2 + θ − 9� ���� NK/Q(αe) = 36� �����

��������� ������� ��� ���� αe �� ���

X − θZ =W0(u) +W1(u)θ +W2(u)θ
2,

����� W0� W1 ��� W2 ��� ����� ����� �� ����� ��������� ���� ���������� �� Q� ����

���� �� ���� �� ���� ��� C(Q) �� �� ��������� �� ���� ���� � �������� �������� u ��

��� ��������

W2(u) = 0. �������

��



�� ����� ����� �� ���� ����

u30 + 3u20u1 − 27u20u2 − 27u0u
2
1 − 270u0u1u2 − 135u0u

2
2 − 45u31 − 135u21u2+

1215u1u
2
2 + 2025u32 =0. ��������

�� ������� �� ��� ������ u0, u1 ��� u2 ��� �������� �� �������� �� ������ ���� 3 | u0�

�� u0 = 3v0 ��� �� ���� ����

3v30 + 3v20u1 − 27v20u2 − 9v0u
2
1 − 90v0u1u2 − 45v0u

2
2 − 5u31 − 15u21u2+

135u1u
2
2 + 225u32 = 0. ��������

��� �������� ������� ���� 3 | u1� �� u1 = 3v1 ��� ������������ �� �������� �����

v30 + 3v02v1 − 9v20u2 − 27v0v
2
1 − 90v0v1u2 − 15v0u

2
2 − 45v31 − 45v21u2+

135v1u
2
2 + 75u32 = 0, ��������

����� �� ���� ������� ���� 3 | v0� �� v0 = 3w0 ��� �� ���

9w3
0 + 9w2

0v1 − 27w2
0u2 − 27w0v

2
1 − 90w0v1u2 − 15w0u

2
2 − 15v31 − 15v21u2+

45v1u
2
2 + 25u32 = 0. ��������

������� �������� ������� ���� 3 | u2� ����� ����� �� � �������������� ���� ��������

����������� ����� ���� ����� ��� �� ��������� �� Q3� ���� ������� ��� �� ��������� ��

Q�

������ ������ ��� ������ �������� ���������� � ����� ���� �������� ������� ��

�������� � ��������� �� ������� ��������������� ����������

��



������� ������� ��� ��������

3X3 + 4Y 3 + 5Z3 = 0

��� ��������� ���������� �������� ��� ����� �� ���� � �������� ���������

�� ������ ���� ���� ���� ����� ��� �� ������� ��� ���� ����� ���� ������ �����

��� �� �� ����� �� ��� ���� ����� �������� �� ������� ��� ������� ��������� ���� ����

������ ������

������� �������� �� ��� ����� �� ����� ������ �� ��� �������� ������ ��� ������

�� �������� �� ���� ���� ���� � ���� �������� ����������� �� ��� ��������� �������������

���� �� ��� ������� ���� ��� ��� ��� ����� ������� ���� ������ �������� �� ��� �� ����

���� ������ ��������� ���������

����� ����������������

���� �� ����� �������� ����� ������ �� ����� ��������� ���������� ����� ������� ��������

�������� �� ���� ��� ��� ���� �� ����� ����������� �� Cp(Kp) ��� Jp(Kp) ��� � ����� C

������ ���� K ��� ��� �������� J � ����� ��� ������ ��� ���� ���������� �� ������ �����

����� g ��� �������� ������� ���� ��� ������������ ���� r� ���� ������� �� ����� ��� �����

����������� ������ ��������� ������ ���������� �������� ����� �� ���� ���������� ����

��� ����� �� ������� �� ����� ����� �� ��� ���� ����������� ����������� ��� ���������

��� ��������� ��������� �� ����� � ���� ���� ������� ���������� ��� �� ����� �� ����� ��

���� ������� �� ���� ������ ��� ������ ����� ��� ������ ������ ��� ����������������

������ ��� ���� ������� ��� ��� ����� ������� �� ���������� �� ��������� ��� ��� ��

�������� ������ �� ���������� ������

��� �� ����� �� ������� �� ��� ��������� ���������

�������� ������� �� ���� ��� H0(Vp,Ω
1) �� ������ ��� Kp������� ����� �� ������� 1�

��������� ���� ������ ��� �� ���� �� ������ ������ ��� ��� ������ �� �������� ������ �� ������
������ ���� ������ ������

��



����� �� ��� ���� ������ �� � ������� V ���� ������� �� � ����� p �� OK� ��� � ������

S ⊆ Vp(Kp) ��� Scl ������ ��� �p������ ������� �� S �� Vp(Kp)� �

�� ���� ������ ��� ��������� �� � ����� P0 ∈ C(K)� �� �� ���� ��� ������ ���

��������� ��������� �� ���� ������� �� ������� �� ������� ���� C(K) = ∅� �� ��� ����������

����� ����������� ������� ��� ���� �� ����������� �� ��� P0 �� ����� ��� �����������

���������

ι : C → J, ι(P ) = [P − P0],

����� ����� ���� �� �� ����������� �� g������������ Kp������� ������

ι∗ : H0(Jp,Ω
1)→ H0(Cp,Ω

1).

��������� ������� ��� � ����� ��������� K �� Q ��� � ����� p �� K ����� � ����� p

�� Q �� ����� ��� ����������� �������� ����� �� Kp �� ��

| · |: Kp → R,

|a| = p
−

ordp

�
NKp/Qp

(a)

�

[Kp:Qp] .

���� ��� ��� m ∈ Z≥1 �� �����

� · � : Km
p → R,

�(a1, . . . , am)� = max
1≤i≤m

| ai |

��� ��� � > 0 ��� ���� �������� �������� �� ��� ������

Bp(�,m) =
�
a ∈ Km

p : �a� < �
�
.

�

��



��������� ������� ��� m ∈ Z≥1 ��� PSp(m) ������ ��� ������ ����������� ���� ��

m ��������� ���� ���������� �� Kp ��� ��� � > 0 ��� PSp(�,m) �� ��� ������� �� ��

���������� ������������ ����

�

i∈Zm
≥0

ciX
i ∈ PSp(�,m) �� ��� ���� ��

lim
deg(i)→∞

�deg(i) |ci| = 0,

����� deg(i) = deg((i1, . . . , im)) = i1 + . . .+ im� �

����� ������� ��� p �� �� ��������� ����� �� K ����� � �������� ����� p� �������

���� I ∈ PSp(1, 1) �� ���� ���� ��� ��� ���������� �� ��� ������ ���������� I � ��� �� OKp�

��� k �� ��� ����� �� ��������� �� ���� �� ��� ��������� I � ������ p� �� k < p − 2� ����

I ��� �� ���� k + 1 ����� �� pOKp�

������ ��� ��� ������� ���� ����� ���� ��� K = Q� ��� ����� ���� �� ��� ���� ����� p

�� ����������

��������� ������� ��� Vp �� � ������������ ���������� ������� �� ��������� m ���� Kp

���� ���� ���������� �� ��� ���� � �������� η : Vp(Kp)→ Kp �� ������� �������� �� ���

����� P ∈ Vp(Kp) ����� ������ � ������ U ⊂ Vp(Kp) ���������� P ��� ����� ����������

τ1, . . . , τm ∈ Kp(Vp) ������ �� ����������� τ = (τ1, . . . , τm) : U → Bp(�,m)� ������� P

�� ��� ������� ��� ���� � > 0� �������� ���� �� ������������ ����������� I ∈ PSp(�,m)

���� ����

η(P �) = I(τ(P �))

��� ��� P � ∈ U � �

������� ������� ��� Vp �� � ������������ ���������� ������� �� ���� ��������� ������

���� Kp ��� ω ∈ H0(Vp,Ω
1) �� � �������� ������ 1������ ���� ����� ������ � �������

�������� ��������� ηω : Vp(Kp)→ Kp� ������ �� �� �������� ��������� ���� ���� dηω = ω�

��



��� P,Q ∈ Vp(Kp) �� ���
� Q
P ω = ηω(Q) − ηω(P )� ���� �������� �������� ��� ���������

�����������

���������� ��� ω1, ω2 ∈ H0(Vp,Ω
1)

� Q

P
(ω1 + ω2) =

� Q

P
ω1 +

� Q

P
ω2.

����������� ������� �� �������� �� ω = dψ ��� ���� ψ ∈ Kp(Vp) ����

� Q

P
ω = ψ(Q)− ψ(P ).

������ �� ��������� ������� ι : V �
p → Vp �� � �������� �� ������������ ����������

��������� �� ���� ��������� ���� Kp ����

� Q

P
ι∗ω =

� ι(Q)

ι(P )
ω.

������������ �� Vp �� ���� �� ������� ������� ����

η+ω :=

� •

0
ω : Vp(Kp)→ (Kp,+)

�� � ������������ �� ������� �������

������ ��� ���� ������� ����

��� ��������� ��������������� ��������� ���� ����� �� �� ������ ������

��������� ������� ��� ι : C → J �� ��� ����������� ��������� ���� ��������� P0 ���

P ∈ C(K) �� � �������� ����� ���� ���� N ·ι(P ) =
r�

i=1

niDi ��� N,n1, . . . , nr ∈ Z� N �= 0�

D1, . . . , Dr ∈ J(K) ��� ω ∈ H0(Jp,Ω
1) ��� ���� ����� p �� ���� ���������� ����

� P

P0

ι∗ω =
1

N

�
r�

i=1

ni

� Di

0
ω

�
.

��



������ �� ���� ����

N

� P

P0

ι∗ω = N

� ι(P )

0
ω =

� N ·ι(P )

0
ω

�� ��� ������ �� ��������� ��� ��� ������������ ����������� ����� ��� ������������

�������� ����� �� ��� ��� �������� ������ �����

� N ·ι(P )

0
ω =

r�

i=1

ni

� Di

0
ω.

����� ��� ������������ �������� �� ����������� �� Jp �� ��� � �������� �������

Jp(Kp)×H0(Jp,Ω
1)→ Kp, ��������

����� ��� ������ Jp(Kp)Torsion ���� ���� ������� ������ �� ��� ���� ��� {0} �� ��� ������

�� �� ������ ��� ���� �� H0(Jp,Ω
1) �� T ���� �������� �� ���������� �� � ������������

log : Jp(Kp)→ T ,

����� �� � ����� ��������������

��� r� ������ ��� ��������� �� ��� ������� J(K)cl ������ Jp(Kp)� ���������� ����

�� ����� �� ��� ���� ���� r� �� ������� ����� �� ��� ������� �� ��� ����� g ��� ���

������������ ���� r �� J ���� ���� ����� ������ �� ���� r < g �� �������� ���� ���

������������ Cp(Kp) ∩ J(K)cl �� ������ ���� �� ���� �� �������� ������ �� �����

������� ������ ����������� ��� C �� � ����� �� ����� g ≥ 2 ���� Q ��� J �� ���

�������� �������� ��� p �� � ������ ��� ��� r� �� ��� ��������� �� J(Q)cl �� Jp(Qp)�

������� r� < g� ���� Cp(Qp) ∩ J(Q)cl �� ������

���� ������� �� ��� ��������� ��������� ����� ������ ��� �� ������� ����

����� ��� �� ������� ������ ������������ ��������� ������ ������ ��� ��� ���� ��

��



C(K)� ���� ���� ����� ��� ��� ��� � ������ ���� ��������� ����� ���� �������� ����

��� ������������ ����� ��� ������� ��������� C(K)� �������� ��� ��� ������ � �����

����� �������� �� J(K)�

������� ������ ���������� ��� p �� �� ��������� ����� �� K ����� � �������� �����

p� ��� C �� � ������������ ����� �� ����� g� ������ ���� K� ���� ���� ��������� �� p�

�� 2g < p ����

#C(K) ≤ Cp(Fp) + 2g − 2.

������ ���� ������� ���� ���� ����������� �� ��� ���� ��������� ����

��� ω1, . . . , ωg �� � ����� ��� H0(Jp,Ω
1)� ���� r ≤ g−1� ����� ����� a1, . . . , ag ∈

Kp� ��� ��� ����� ���� ���� ω =

g�

i=1

aiωi ����������� �� � ���������� λω : T → Kp �����

�� ���� �� log (J(K))cl� ����

η+ω : Jp(Kp)
log−−−−→ T λω−−−−→ Kp

�� ���� �� J(K)cl� ��� Bp(P0) ������ red−1p (redp(P0))� �� ����� ������ P ∈ Bp(P0)∩C(K)

��� � ����� P0 ∈ C(K)� ����

0 =

� [P−P0]

0
ω =

� P

P0

ι∗ω = I (τ(P )) ,

����� τ �� � ����������� �� P0� �� ��� ����� ��� ������ �� ���� P �� �������� ���

������ �� ����� ��� ����������� I ∈ PSp(1, 1) ��� ���� �� Bp(1, 1) ����� ����� �������

������� ������� ��� C �� ��� ����� 2� �������������� ����� ����� ���� ���� �����

������ �� ��� ��������

y2 = x5 + 5x4 + 8x+ 4. ��������

����� ��������� �� ��� ��� ��������� �������� �������

Hsearch = {∞, (−1, 0), (0,−2), (0, 2), (−2,−6), (−2, 6), (3,−26), (3, 26)} ⊆ C(Q).

��



����� ����� ��� �� �������� ���� J(Q) ∼= (Z/2Z)× Z ���� ��� ���� ���� ���������

�� ��� ������� ����� D = [(0,−2) + (−2, 6)− 2∞]� �� ���� ������� ��� �������� �����

��� ����� p = 5� �� ��� ���� ���� F5 ��� ����� ��� ��� ��������� �������

C5(F5) = {∞, (0, 3), (0, 2), (3, 1), (3, 4), (4, 0)}.

�� ���� ����� �� ����� ���� ��� ������� ������ ��� �������� ���� Hsearch = C(Q)�

��� ��� ��� ���� �� ������������� ��� ��������� �������� ����� �� �������� �� ����

���������� ������� ������ �� ���� ����� �� ��� ������������

��� ω1, ω2 ∈ H0(JQ5 ,Ω
1) �� ���� ���� ι∗ω1 = dx/y ��� ι∗ω2 = xdx/y� ����

{ω1, ω2} �� � ����� ��� H0(JQ5 ,Ω
1)� �� ������� ���� ��� ������ (−2,−6) ��� (3,−26)

������ �� ��� ���� ����� ������ 5� ���� ���� ���� ��� ����������� �������� ������ �������

13D = [(3,−26) − (−2,−6)] ∈ J(Q) �� ������� �� ��� ������� ����� �� ��� ��������� ��

���� �� ��� �� ω ���� ���� η+ω (D) = 0� ���� �� ���������� �� ������ �� a ∈ Q5 ����

����

0 =

� (3,−26)

(−2,−6)

(1 + ax)dx

y
=

� (3,−26)

(−2,−6)

dx

y
+ a

� (3,−26)

(−2,−6)

xdx

y
.

�� ��� τ = x+ 2 �� � ������������ ��������� �� �������

I1 =

� (3,−26)

(−2,−6)

dx

y
=

� 5

0

�
−1

6
− 1

6
τ − 17

108
τ2 − 5

36
τ3 − 10

81
τ4 + . . .

�
dτ

= −1× 5− 2× 52 + 2× 53 + 54 +O(55),

I2 =

� (3,−26)

(−2,−6)

xdx

y
=

� 5

0

�
1

3
+
1

6
τ +

4

27
τ2 +

13

108
τ3 +

35

324
τ4 + . . .

�
dτ

= 2× 5 + 52 + 54 +O(55).

�� �� ���� ����

a = −I1
I2

= −2 + 2× 52 +O(54).

��



�� ������� ω = ω1 + aω2 ��� ����� ����� ������ �� ����� ��� ����� ��� ��������������

��� �� ��� ������� ����� �� ���� ����� �� C5(F5)� �� ����� �� ����� ���� �� ��� ���� ���

��� �������� �� C(Q) ��� ��������� ��� �� Hsearch� �� ���� ��� �� ����� ��� �� �����

������� ��� ����� ��� ��� �� ���� ������� ����� ������� �� ��� ������

P0 ∈ H � red5(P0) ����������� τ ω = (. . .)dτ #B5(P0) ≤
∞ ∞ y/x3 (−1 +O(5)) +O(τ) 1

(−1, 0) (4, 0) y (2 +O(5)) +O(τ) 1

(0,−2) (0, 3) x (2 +O(5)) +O(τ) 1

(0, 2) (0, 2) x (−2 +O(5)) +O(τ) 1

(−2,−6) (3, 4) x+ 2 (O(5)) + (2 +O(5)) τ +O(τ2) 2

(−2, 6) (3, 1) x+ 2 (O(5)) + (−2 +O(5)) τ +O(τ2) 2

����� ���� ���������� �������� ����� ����� ������

�

�� ��� ���� �� ���� ������� �� ������� �������� ������ ������������ �����������

�� �������� ������������������ ������ �� ��������� �� �������� ��� ��� �� �����

������� ����� �� ����� �� ��� ������ �� ������ ��������� ��� ������� ���� ���������

����� ���� ������ ������� �� ����� ����� �� ������� �������� ���� ��������� ������� ����

��������������� �� ���������� ����� �� ������� �� ���� ��� ���� ���� �� ������ �� �����

��� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ����� p �� ������ ���� ���� redp : Cp(Kp) →

Cp(Fp) �� ��������� ���� ���������� �� Hsearch� �� ����� �����

P0, P
�
0 ∈ Hsearch, P0 �= P �

0 ⇒ redp(P0) �= redp(P
�
0). ��������

����� ������� ��� p �� �� ��������� ����� �� K ����� ����� �� ��� �������� �����

p� ��� � P0 ∈ Cp(Kp)� ������� P ∈ Bp(P0) = red−1p (redp(P0))� ��� ω ∈ H0(CKp ,Ω
1)

����� �� �������� �������� ������ ����� ������ ������� �������� �������� ������ �� ����� ��� ���
������������ ��� ���������� ��� ������ ���������� ���� ���������

��



���� ���� ω ∈ H0(CFp ,Ω
1) \ {0} ��� τ �� � ����������� �� P0� ����

� P

P0

ω = ατ(P ) + βτ(P )2,

����� α, β ∈ OKp ���� α ����� ����������� �� P �

������ ��� ��� ������� ���� ����� �����

��� �� � P0 ∈ Hsearch ��� ��� p �� � ����� �� ���� ��������� ��� C ��� J

���������� ��������� ��� ι : C → J �� ��� ����������� ��������� ���� ��������� P0 ���

P ∈ Bp(P0)∩C(K) �� � �������� ����� ���� ����N ·ι(P ) =
r�

i=1

niDi ���N,n1, . . . , nr ∈ Z�

N �= 0� �D1, . . . , Dr� � ����� ����� �������� �� J(K)� ��� ω1, . . . , ωg �� � ����� ���

H0(JKp ,Ω
1)� ���� �� ��������� ������ ��� ����� ������� �� ��� ������ αi, βi ∈ OKp �

��� ���� 1 ≤ i ≤ g� ���� ���� αi �� ����������� �� P ��� ��� ��������� �������� ������

r�

j=1

nj
N

� Dj

0
ωi = αiτ(P ) + βiτ(P )

2.

�� ���� ��� ��� ��������� ������ �� ����������




� D1

0 ω1 . . .
� Dr

0 ω1
���

���
���

� D1

0 ωg . . .
� Dr

0 ωg




� �� �
A




n1/N

���

nr/N




� �� �
n

= τ(P )




α1
���

αg




� �� �
a

+τ(P )2




β1
���

βg




� �� �
b

. ��������

��� ��������� ����� �� ��� �������� �� ��������� ��� �������� a �� ������� �������

����� ������� ��� Û �� � (g − r)× g ������ ���� ������� �� OKp ���� ���� Û ·A = 0

��� a �� ��� ������ ������ �� ��������� ���� �� Û · a �= 0 ������ p �� ���� ����

Bp(P0) ∩ C(K) = {P0}�

������ ���� �� �������� ���� ����� �� �������� �������� �� Û �� ���

0 = Û ·A · n = τ(P )Û · a+ τ(P )2Û · b. ��������

��



��� �� ������� �� ���� P ∈ Bp(P0)∩C(K) ���� P �= P0� ����� τ �� � ��������� �� Bp(P0)

���� pOKp �� ���� ���� τ(P ) �= τ(P0) = 0� ��� s = ordp(τ(P )) ��� ��� π ∈ OKp ��

� ����������� ��� p� ���� ������ ���� ����� �� �������� �� πs ��� ������ �� ������ p

����� ���� �� ����� ������ ���� �� � ������ �� ��������� ������ ���� OKp�� ��� ����

π−sτ(P )2Û · b �� ��������� �� p �� �� ������� �� ����� ����� π−sτ(P ) �� �������� ������

p �� ���� ���� ���� Û · a �� ���� ������ p�

��� ��������� ����� ������� ���� ��������� ��� ������ �� ������� A ������ ph+1 �����

h = min
1≤i≤g,1≤j≤r

�
ordp

�� Dj

0
ωi

��
,

�� ����� �������� �� ������ Û ������ p�

����� ������� ��� A �� �� ����� ��� π ∈ OKp �� � ����������� ��� p� ��� h �� ��

������� ���� ���� ��� ������� �� A0 = πhA ��� �� OKp ��� A0 �� ��������� ��� U �� �

(g − r)× g ������ ���� ������� �� Fp ���� ���� U ·A0 = 0� �� ��� ���� �� A0 �� ����� ��

r ���� ����� ������ � ������ Û ���� ������� �� OKp ���� ���� Û ·A = 0 ��� U ≡ Û �

������ ��� ������ �� ������� ����������� �� ��� ����� U �� ��� ������ ����� ������ ��

U · A0 = 0 �� ���� ��� �������������� ((g − r)g) × ((g − r)r) ������ Diag(A0, . . . , A0)

����� ��� ���� ���� (g− r)r �� ��� ���� �� A0 ��� ���� ���� r� ��� �������� ������ �� ���

�� ���� ����������� �� � �������������� �� �������� ������ ���� ����� ������� �������

���� ��� ��������� Vp� ������������ ������ �� ��� ������� ���� ���� �� ������ �� ��� ����� ����

�� ������������ ���� ��� ����� �� ��� ��������� ��� redp : Vp(Kp) → V p(Fp) ��������

��� ������ �� ������������ ������ �� V p(Fp)� ��� � ����� �� ����� ��� ��� ������� ����

������� ������� �� ���� ����� �������

������� ������� ��� C �� ��� ����� ������ �� �������� ��������� ���� ��� ����

��������� �� 17 ��� �� ���� ���� ���� 17 �������� ��������� �� ������� �� ��� D =

[(0,−2)+ (−2, 6)− 2∞] �� ��� ��������� �� ��� ���� ���� �� J(Q)� ��� ����� �� red17(D)

�� J17(F17) �� 55� �� ��� ����� �� ������� ��� ��������� ���������� ���� ����������

��



�� Q ����� ����� x1 ��� x2 �������

[(x1, y1) + (x2, y2)− 2(0,−2)] = 55D.

�� ���� ������� �� �� ���� ������� ���� �� �������� ��� ������� �� ��� 2 × 1 ������ ��

������� A�

� D

0
ω1 =

1

55

�� (x1,y1)

(0,−2)

dx

y
+

� (x2,y2)

(0,−2)

dx

y

�
= 8× 17− 3× 172 − 8× 173 +O(174),

� D

0
ω2 =

1

55

�� (x1,y1)

(0,−2)

xdx

y
+

� (x2,y2)

(0,−2)

xdx

y

�
= −7× 17 + 3× 172 − 5× 173 +O(174).

�� ������� ���� ��� ������� ������ 17−1A ��� ���� 1 �� �� ����� ������ �� ����

���� ����� ������ ������ Û ���� ������� �� Z17 ���� ���� Û ·A �� ���� ���

Û =

�
7 8

�
.

����� ���� �� ��� ������� �� ��� ���� ������ �� ����� ��� �� ���� ������ 17� �� ��� ���

����� ������ �� ������ ����

B17(P0) ∩ C(Q) = {P0}, ∀ P0 ∈ Hsearch.

���� �� ��� � �������� ����� ���� Hsearch = C(Q) ����� #C17(F17) = 20 ��� �� ����

��� ��� ����� ���� ��� ��������� 12 ������� ������� ���� ������ �� �� ������ ���� ����

�� ������� ��� ����� ��� ������������ ����� �� ������� ������ �� ��� ��������� ��������

�

��



P0 ∈ Hsearch red17(P0) ����������� τ a Û · a
∞ ∞ y/x3

�
0
−2

� �
1

�
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����� ���� ���������� �������� ����� ������ �������

����� ��� ������������ �����

��� ������������ ������� ������ ��� ���������� �� ������������ �� ��� �������� ������

���� �� � ������ �� ������� ��� ������� �� �������� ������ �� ������� ��� ����� ���� ��

��� ���� ���� ����������� ��� ���� �������� ��� �������� ����� �� ���� ������� ���� ��

������ �� ����� 2 ��� ����� ����� ��� ����� �� ��� ����� �� �� ���� ������� �������������

������� ���� ��������� ��� ���� ������� �� ����� ������������� �� �������� ������ ��

���������� ������� ������� ����� ���� �������� ���� ��� ���������������� ��������

�� ��� �������� �������� �������� � �������� ���� ���� ��� ��� ������������� �� C(K)�

���� ���� ���� �� ���������� � �������� ������������� �� ��� ������������ ����� �����

���� �� ������� �������������� ��� �� ����� �� ���� ������ �� ���� ����� ���������� ����

������� ��� ���������� ���� ���� ������ ��� ������ �� ���� �� ����� ���� C(K) �� ������

���� ���� �� ��� ����� �� ���� ������� �� ���� ��� ���� ������ ���� ������ ��� ���� ���

��� ��� ���� �� ������ ��� ��� �� ��� ������������ ����� �� ����� ���� C(K) �� ����� �� �����������
���������� �� ��� ������������ ����������� ��� C� �������� ��� ���������� ���� ��� ����������������
����� �� J �� ������

��



�� �� �������� ������� �������

��� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ������������ ����� ���� �� ��� ������� ���

������� �������� �� ���� ��������� ��� ������� �� ��������� �� �� ������� ������� ��������

������� ������� ���������� ����������� ���� ����� ���������� ��� ��� ���������� ��� ����

�� ������� ��� �������� ��� ������������� �� ��� ���� �� ��� ���� ���� ������������ �������

�� ������� �� n ∈ Z ����� �������� ��� ���������� ���������� {n ≡ ni mod Mi}si=0�

���� ��� Mi ��� ������ �� ���� ���� ������ �������� ��� ��� ni ��� ������ �� ����

���� ��� ������� ���� ��� ����������� �� ������ � ������ �������� ���� �������� �� s

���������� ��� ��� C� J ��� ι : C → J ���� ����� ����� �������� ��� S = {pi}si=0 �� �

��� �� ������ �� ���� ���������� ��� ��� ���� �� ��������� ������� ���� �D� = J(K) ∼= Z

��� ���� �� ��� ������� ��� � ����� P ∈ C(K)� ��� ���� P ��� n �� ��� ������� ���� ����

ι(P ) = nD� �� ����� ���� ��������� ��� ι �� ������� ��� �������� �� Cpi(Fpi) �� Jpi(Fpi)

�� ��� � ���������� ��������� n ≡ ni,P mod # redpi(J(K))� ��� ���� P ∈ Cpi(Fpi) ����

���� ι(P) ∈ redpi(J(K))� ��� ������� n ���� ������� ��� �� ������ ��������� ��� �������

���� ������� ����� �������� ���� ����� ���������� ��� ������� �� �� ��� ������� ����

P ∈ Bp0(P) = red−1p0 (P) ��� � ���������� P ∈ Cp0(Fp0)� ��� ��� ������������� ����������

����� �� �������������� ���� �������� ���� ��� �������� ������������ �� ����������� ��

��� ����� ������� ���� ���� ����������� ��� ������� ���������� ��� �� ��� �������� ����

Bp0(P) ∩ C(K) = ∅�

������� ������� �� ��� �������� ���� ������� ������ �� ��������� ��� ��� �� Q�

�������� ������ �� ��� ����� C ������ �� �������� ��������� ����� ��� ������������ ������

�� �� ���� �� ���� �� ���� ���� ��� 12 ��������� ������� ������� ������ 17 ������� ��

�������� ������� �� ������ �� ��� ��� ����� (0,−2) �� ����� ��� ��������� ι ��� ���

������� D = [(0,−2) + (−2,−6) − 2∞] �� � ��������� ��� ��� ���� ���� �� J(Q)� ��� ��

������ �� D��� = [(−1, 0)−∞] ��� ��������� ��� ��� �������� ��� ������ P �� ��� ���

{(1, 1), (1, 16), (2, 8), (2, 9), (5, 2), (5, 15), (8, 2), (8, 15), (12, 7), (12, 10)} ⊂ C17(F17)

��



������� ι(P) /∈ red17(J(Q)) �� �� ������� ���� B17(P) ∩ C(Q) = ∅ ��� ������ ���

��������� ������ (10, 12) ��� (10, 5) �������

ι((10, 12))− red17(D
���) = 16 red17(D) ���

ι((10, 5))− red17(D
���) = 43 red17(D),

����� red17(D) ��� ����� 55 �� ��� ����� ����� J17(F17)� �� � ����� P ∈ C(Q)� ����

�� ��� ������� �� ��� ��� Hsearch ���� ���� �� ������� ι(P ) = D��� + nD ����� n ��

��������� �� ������ 16 �� 43 ������ 55� �� ��� ������ �� ���� ���� ��� ����� 151

������� red151(D) ��� ����� 55 × 34� ��� ��� ������ P �� ��� ��� C151(F151) ���� ����

ι(P) ∈ red151(J(Q)) �������

ι(P)− red151(D
���) = n1 red151(D),

����� n1 �≡ 16 ��� n1 �≡ 43 ������ 55 �� �� ������ ���� �� ������� n ���� ���� ι(P ) =

D��� + nD ��� � P ∈ C(Q) �������� �� ������ (10, 12) �� (10, 5) ������ 17� ���������

���� B17((10, 12)) ��� B17((10, 5)) ������� �� Q��������� ������� ���� ��������� ���

����� ����

C(Q) = Hsearch.

�

��� �� ��� ���� ��� ���������� r = 1 �� ��� ���� ������� �� �������� ��� � �����

P ∈ Cp0(Fp0) ��� ������ �� ιP ��� ����������� �� ��� ��������� �� {P}×
s�

i=1

Cpi(Fpi) ��

s�

i=0

Cpi(Fpi)� ���� ��� ������� �� ����������� ���� ���� ��� ������� ������ ���� ������

�� RedS ��� ��������� ��� ���� J(K) �� ��� �������
s�

i=0

Jpi(Fpi)� �� ���� ��� ���������

����������� ��������

��



C(K) � � ��

��

J(K)

RedS

��

{P} ×
s�

i=1

Cpi(Fpi)

ιP

��
� � ��

s�

i=0

Cpi(Fpi)
� � ��

s�

i=0

Jpi(Fpi)

����� ������� �� Image(ιP) ∩ Image(RedS) = ∅ ���� Bp0(P) ∩ C(K) = ∅�

������ ���� �� �������� �� � ����� �� Bp0(P)∩C(K) ����� ��� �� �� ������� �� Image(ιP)∩

Image(RedS)�

� ���� ����������� ���� �������� ������� �� ����� ������ �� ������� ������ �����

�������� �� ����������� ��� �� ����� ��� ������������ ����� �� ���������

��



������� �

������� �� ������������� ������

��� �������

����� ����������

���� ������� ���� ��� ��� �� �������� ������ C(Q) �� �� ��������� ����� C� �� �����

��������� ������ ��� ������� �������� ����� �������� ����� ����� ���������� ����� �� ������

������� ���� ��� �� ����� �� ���� ���� �� �� ��������� ������������� ����� ����� ����������

��� �� ��������� ������ �� ����� ���� ������ ����� ������������ ��� ������ �� ���������

������� �� ������������� ������ �� ����� �� ��� ���� ����� ��� � ������������� ����� C�

����� �� � ���������� ���������� �� ������ φα : Dα → C� ���� ����

C(Q) =
�

α∈finite set

φα(Dα(Q)). �������

���������� ���� ��������������� ��������� ������ �� ������� �������� �� C� ��� �������

��� �� ����������� �� ��� ��� �� ������� ��� �������� ������ �� ��� ������� ���� �� ���������

���������� �� ����� �� ���� ������� �� ������ ���� ������ �� ������������� ������ C ������

�� �� �������� �� ��� ���� yq = f(x)� ����� q �� �� ��� ����� ��� f ∈ Q[x] �� q���

����������� ��� ������ ������ ��� ������� �� ���������� ������� �� ��� �������� �������

J �� ���� ������� ������ ���� � ���� ���������� ��� �������� ����� �� ������ �� ������� ��

��



������ �� ����� �� ����� �� ��������� �� ��� ������� ��� �� ��� ������ ����� �� ������ ��

���� ���� �� ���� �� ��������� ��� �������� �� ��� ������ �� X(JC/Q)� ������������� �� ��

����� ���� ������� ��� ������ �� ����� ������� ���� ��� �������� ������ �� ��� ��������

��� ������� �������� �� ����������� �������� ����� ���� ��� ������� ������ ��� ������

��� �� ������ �������� ����������� ����� �� ��������� �������� �� ��������� ��� ���

C(Q)� �� ������� ��� ��������� ������ ��� ������� �� �������� ���������� ������� �� ���

��� �� ����� �� ������� ���� ������ ���� ���� ���� �� ������ ��� � ������� ��������� ��

��� �������� �������� ������� ��� ��������� �� �������� �� ���� ���� ��� ����������� ��

�������� ������� ����� �� ��� ������ �� ��� ���� �� ������������� �������

����� ������� ���������

�� ������� ����� �� ���� ������� ��� ������� ��� ��� ������������� ������� ��������� ���

��������� �������� ��� ������� ��� ��� ����������� �������� ����� ���������� �������

��� �� ���� �� ���� �� ��� ������������� �� C(Q)�

����� �� ������� ��� �� ���� ������� ��� ����� ����� ��� ���� ����� �����������

����� � ���������� �� �������� ������ ����� �� ���� �� ����� ��� ��� �� �������� ������ ���

����� ����������� ����� ������

��� ������� ��������� �� ������ ��� p����� ���� �� ��� ����������� ��� ���������

�� ������� ���� ����� ���� ��� ������������� ����������� �� ���� ���� ��� ����� ���������

����������� �� ��� �������� ����� �� ���� ������� �� ����� ���� ��� ������������ ��

���������� ���������� �� ����� �����

��� ������� �� ������ ������ �� ������������� ������ ����������� ��� ������� ��

������ ��������� �� ���� ��������� ���� ����� ��� ��� ���� �� ���� �� ����� �����������

������ ���������� �� ������� ����� �� ����� ���� ���� ��������� ���������� �� �����

����� ���� ���� �� ��� ������� �� �������� �� ��� ����������� �� ����� ��������� ����

�� ���� ���������� ������� ��������� ��� ���� ����������� ���� ����� ����������� ��

����������� �� �������� ����� ��� ����� �� �� ����� ��� ���� ���� C �� ���������� �������

�������� ��� ��� ���������� ������ ���� �� �� ��� ���������� C ���� ������ ��� ��������

��



������� ����� ��� ����� �� ������� �� ��������� �� ����� ����� �� ������� ������ �����

����������� �������� ���� ����������� �������� ����� ���������� ��������� ��� ������

�� ��������� ����� ��������� �������� �� ����� ��� ��������� �� ���� ��� �������������

�� ����� �� ��� ��� �������� ������� �� ��� ��� ���� �� ���� �� ����� ���� ��� �����

y3 = (x2 − 3)(x4 − 2)

��� �� �������� ������ ������ ���� ��� �������� ����� ��∞� �� ������ ������� ����������

�� �������� ������������� ������� �� ���� ���� �� ����� �� ������� ����� ���� ��� ����

���� (a, b) ∈ Z2
>0 ����������

b3 =

a�

i=1

i9

�� (1, 1)�

����� �����

�� ���� ���� �� ����� ��� ��������� �� � ������������� ����� ���� � ������ ���� K� �� ����

������� �� ���� ������ ���� ��� ������ ��� ������ ���� Q� �������� ��� ������ �������

�� � ������� ������ ���� ���� ����� ������������ ����� ��� ���� q = 2 ��� ���������

�� ����� �� ���� ������ q �� �� ��� �������� ������ ���� ���� ���� �������� ��� �����������

����� �� ���� ������ �� ��� ������ ��������� �� ���� ������� ����� ������� ���� R� �� ����

���� ���� �� ����������� ����� ���� ��� ������������� ����� ���� ��������� ������ ��� ��

������ �� ���� �� ���� �������� �� ��� ����

C : yq = f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0

��� ��� ���� ���������� �������� ����������� ���

C : Y q = F (X,Z) = anX
n + . . .+ a1XZ

n−1 + a0Z
n,

��



���� q | n� �������� �� �� ���� ���� ������� �� �� ���� �� ������ ���� f ��� F ��� q���

���������� ���� ������� �����������

�� ���� ��� ����� ����� ��� �������������� �� ��� ���������� f ���� �������� ������

�� ����� ������� ������� ���� ���� ������ �� ���� �������� ���� �� ��� � �������� ����

��������� ��� �� ����� ��� �������� ���� ���������� ���� ��� �� ��� L ������ ��� ��

Q� Q� Qp� Qp ������ p ��� �� ��� �������� ������� ����� FL �� �� ��� ��� �� �����

������� �� f � ���� ��� ����������� ���� L� ����

f = an
�

h∈FL

hnh ,

����� 1 ≤ nh ≤ q − 1 ��� ��� h ∈ FL� ������ ��� ������ �� h �� dh� ��� AL �� ���

����������� L�������� L[x]/(f sf(x))� �����

f sf =
�

h∈FL

h.

���� ���� f sf �� ������ ���� Q ��� ���� ��� ������ �� L� �� ������ ��� ������ �� d�

AL ���������� �� � ������ ������� �� ����� ���� ���������� �� L

AL =
�

h∈FL

Kh =
�

h∈FL

L[x]/(h(x)).

������ �� θh ∈ Kh ��� ����� �� ��� ��������� x ����� ��� �������� ��� ��� �� ΘL ���

���

ΘL = {θh : h ∈ FL}.

��� ��� ��������� ��������� �� ���� ������ ���� � ����� (X,Y, Z) ∈ C(L) ��

���������� ���� ���� �� L = Q ���� X,Y, Z ∈ Z ���� gcd(X,Z) = 1 ��� �� L = Qp

���� X,Y, Z ∈ Zp ���� ������ Z = 1 �� X = 1� Z ∈ pZp� �� ��� ������ ��� ����

��������������� �� ������� ��� �������

��������� ������ ��� L = Q ��� L = Qp ����� ��� ��������� ���� δh : C(L) →

��



K∗
h/K

∗q
h

δh(X,Y, Z) =





(X − θhZ)K
∗q
h �� X − θhZ �= 0,

nh

�
�Fh(X,Z)−1K

∗q
h ���������,

�������

����� �Fh �� ��� ������������ ���������� ���� ���������� �� Kh ������ ��

(X − θhZ)
nh �Fh(X,Z) = F (X,Z) �������

��� nh

�
�Fh(X,Z)−1K

∗q
h �� ������ �� �� ��� ������ ������� v ∈ K∗

h/K
∗q
h ���� ����

vnh ≡ �Fh(X,Z)
−1K∗q

h � �

������ ������ ��� ���� ���� v ������ ������� ��� ������ K∗
h/K

∗q
h ���� �������� q ���

gcd(q, nh) = 1 ��� �� �� ������ ����� ����� ������ ��� Fq������� �������

��� ��� ��������� ���� δh ��� ������ ���� ��� ������� ��� � ����� (X,Y, Z) ∈ C(L)

���� F (X,Z) �= 0� �� ���� ���� (X − θhZ)K
∗q
h ≡ nh

�
�Fh(X,Z)−1K

∗q
h � ����� (X −

θhZ)
nh �Fh(X,Z) = F (X,Z) = Y q� �� ���� ���� ���� �� ���� ��� �������� α ��

��� ����� �� µQ ���� ��������� ������ ���� �� �� ���������� �������������� ���� �

�������� ���������� {φα : Dα → C} ����� �������� ������� ����������� ������

�

��������� ������ ��� δL : C(L)→ A∗
L/A

∗q
L �� δL = (δh)h∈FL

� �

�� ����� �� ������� ��� ��� ���� ���� ��� ��� λ ∈ L∗ ��� (X,Y, Z) ∈ C(L)� (X,Y, Z) =

(λX, λn/qY, λZ) ∈ C(L)� �� �������� ��� �������� �� δL �� ���� ������ �� �������� ��

�� ����� �� ������ �� L∗ �� A∗
L ��

λ (αh)h∈FL
= (λαh)h∈FL

,

����� λ ∈ L∗ ��� (αh)h∈FL
∈ A∗

L� ���� ������ �������� �� �� ������ �� L∗/L∗q ��

A∗
L/A

∗q
L � �� ������ �� A∗

L/L∗A∗q
L ��� �������� �� A∗

L/A
∗q
L �� ���� �������

��



��������� ������ ����� ��� ������� ��� µL �� �� ��� �����������

C(L) δL−−−−→ A∗
L/A

∗q
L

πL−−−−→ A∗
L/L∗A∗q

L

����� πL �� ���� ��� ���������� �� ��� ��������� �

��� ��� ���� ��� �� ���� �� �� ������ � ����� ������ �� A∗
Q/Q∗A∗

Q� ��� ������

���� ����� ���� ������� Image(µQ) ��� ���� ���������� �� � ����� ���������� �� ����������

������� ������� ������ �� C� ��� �������� ������ �� ����� ������ ��� ���� �� ���������

��� �������� ������ �� C� �� ����������� �� ��� ������ ��� �� ������ C(Q) = ∅�

��� ������ �����������

����� ��� ����� �� δQ

��� ����� �� δQ �� ��������� �� � ����� �������� A(q,S) �� A∗
Q/A

∗q
Q � �� ��� ���� ��� ��

�������� ��� ��������� �� ������ ��� ������� ������������� ��� ���� �� ��� #FQ �����������

��� h ∈ FQ ��� ��� �fh(x) = f(x)/(x− θh)
nh ∈ Kh[x]�

������� (X,Y, Z) ∈ C(Q) ���� X,Y, Z ∈ Z ��� X ������� ���� Z� �� ����

����

δh(X,Y, Z) = (X − θhZ)K
∗q
h .

��� ������� ���� p � anOKh
�� � ����� ����� �� ��� ���� �� �������� OKh

�� ��� ������

���� Kh� �� ���������� �� ���� ����

ordp(X − θhZ) ≥ 0, ordp( �Fh(X,Z)) ≥ 0.

�� ���� ����� �� ���� �� ����� ��� ����� ������ p ������ �� ��� ������������� �� (X −

θhZ)� ��� ��� �� � q��� ������ �� ������� q � ordp(X − θhZ)� ����� gcd(nh, q) = 1�

���� ������� ���� q � ordp( �Fh(X,Z))� �� ���������� �� ���� X ≡ θhZ ��� �Fh(X,Z) ≡ 0

������ p� ����� �������� ���� ���� �Fh(θhZ,Z) = Zn−nh �fh(θh) ≡ 0 ������ p� ���

��



�� Z ≡ 0 ������ p ���� ���� X ≡ 0 ������ p ����� ����������� ������������ �� ��

���� ���� p ∈ Supp( �fh(θh)OKh
)� �� �������� ��� ������� ��������� �� p �� ���� ���� ��

q � ordp(X−θhZ) ���� p ∈ Supp(an �fh(θh)OKh
) ⊆ Supp(ΔOKh

)� �����Δ = an����(f sf)�

�� ����� �����

(X − θhZ)OKh
= pe11 . . . pell Iq

����� {p1, . . . , pl} = Supp
�
an �fh(θh)OKh

�
� (e1, . . . , el) ∈ Fl

q ��� I �� � ���������� �����

�� Kh�

��� ����� ��� ���� �� ������ Sh = Supp(an �fh(θh)OKh
) ��� h ∈ FQ� ���� �� ���

���������� ����� Image(δh) ⊆ Kh(q, Sh) �����

Kh(q, Sh) := {αK∗q
h : q | ordp(α) ��� ��� p /∈ Sh}.

���� ���� Kh(q, Sh) �� � ����� �������� �� K∗
h/K

∗q
h �� ����� �� ���� ��� �� ����� ������

��� ����� �� ���� ����������� �������� �� ������ ��������� �� ���� ����

Image(δQ) ⊆
�

h∈FQ

Kh(q, Sh) =: A(q,S) �������

����� �� � ����� �������� �� A∗
Q/A

∗q
Q �

����� ��� ����� �� δL

��������� ������ ����� ��� �������� ���� ������������ NA/L : A∗
L → L∗ ��

NA/L ((αh)h∈FL) =
�

h∈FL

NKh/L(αh)
nh .

����� NA/L(A
∗q
L ) �� � �������� �� L∗q �� ���� ��� � ������������ NA/L : A∗

L/A
∗q
L →

L∗/L∗q� �

��



����� ������ �� ���� ��� ��������� ����������

Image(δL) ⊆ HL,

����� HL �� ������ ��

HL = N−1
A/L

�
1

an
L∗q

�
.

������ �� ������������� �� ��� ��������� ������� �� ���� �������������

A∗
L

NA/L−−−−→ L∗
�

�

A∗
L/A

∗q
L

NA/L−−−−→ L∗/L∗q

�������

��� ��� ���� ����

�

h∈FL

NKh/L(X − θhZ)
nh = Zn ×

�

h∈FL

h(X/Z)nh =
Y q

an
,

�� ��� ������ ���� ���� (X,Y, Z) ∈ C(L) �������� X − θhZ �= 0 ��� ��� h ∈ FL �� ����

δL(X,Y, Z) ∈ HL. �������

�� �� ���� ������� �� ����� ������� ��� (X,Y, Z) ∈ C(L) ���� X − θh�Z = 0 ��� ����

h� ∈ FL� �� ������� �� ��������� ������ ���� ���� �������� δh�(X,Y, Z) = v ∈ K∗
h�/K

∗q
h� �

����� vnh� = �Fh�(X,Z)−1K∗q
h� � ��� αh� ∈ K∗

h� �� ���� ���� αh�K∗q
h� = v� ���� ���� ���

X − θh�Z �� �� ����� �� ����� �� ���� �������� ���� Kh� = L� �� NKh�/L �� ��� ��������

���

NKh�/L(αh�)nh� = α
nh�
h� = �Fh�(X,Z)−1βqh�

��



��� ���� βh� ∈ L∗� ��� ����

NKh�/L(αh�)nh�
�

h∈FL\{h�}
NKh/L(X − θhZ)

nh =
1

an
βqh� . �������

�� ������� ��� �� ������������� �� ������� �������� �� ��� ����

N (δL(X,Y, Z)) =
1

an
L∗q,

����� ��������� ��� ������

���� ����� �� ���������� HL �� � ����� �� ��� �������� Kernel(NA/L) �� A
∗
L/A

∗q
L � ����

������ ����� ����� ���� ��� ��������� ������� �� ������ ����

Image(δQ) ⊆ HQ ∩A(q,S) =: HQ(S).

����� ��� ����� �� µQ

����� ������ ��� AQ �� ��� ����������� Q�������� ���������� �� ��� ����� C ���

A(q,S) �� ��� �������� �� A∗
Q/A

∗q
Q ������ �� �������� ���� ���

T := {p ����� : ��� ��� h ∈ FQ, ��� ��� p ∈ Supp(pOKh
), (q | ordp(pOKh

)) �� (p ∈ Sh)}.

��� ι : Q∗/Q∗q → A∗
Q/A

∗q
Q ������ ��� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ��������� ι : Q→

AQ� �� ���� ��� ��������� ����� ���������

Q∗/Q∗q ι
> A∗

Q/A
∗q
Q

πQ
> A∗

Q/Q∗A∗q
Q > 1

Q(q, T )
∪

∧

A(q,S)
∪

∧ >

����

��� Image(ι) ∩A(q,S) = ι (Q(q, T ))

��



���� πQ (A(q,S)) ∼= A(q,S)/ι (Q(q, T )) .

������ ��� ����� ������� ���� aA∗q ∈ ι (Q(q, T ))� ���� q | ordp(a) ��� ��� p /∈ T � ��� p

�� � ����� �� OKh
��� ���� h� ���� p /∈ Sh� �� ���� ����

ordp(aOKh
) = ordp(pOKh

)× ordp(a),

�� �� ��� ��������� �� T �� ����� ��� �� ��� ������� ���� �� ��������� �� q ���� ����

����� �������� ����� ������� ���� aA∗q ∈ A(q,S)�

��� ��� �������� ���������� ������� ���� a ∈ Q∗ ��� aA∗q ∈ A(q,S)� ���� q |

ordp(aOKh
) ��� ��� h ∈ FQ ��� ��� ��� p /∈ Sh �� �� p /∈ T � ���� q ���� ������

ordp(a) ����� q ������� ��� ������� ��� ��� ��� ���� ������ �� ��� �������� ������

���� �� ����

πQ (A(q,S)) ∼=
A(q,S)

Kernel(πQ) ∩A(q,S)
=

A(q,S)

Image(ι) ∩A(q,S)
(i)
=

A(q,S)

ι (Q(q, T ))
.

��� �� ������ πL(HL) �� HL ��� ���� L = Q ��� �� ������ πQ(HQ(S)) �� HQ(S)�

����� Image(δQ) ⊆ HQ(S)� �� ���� ����

Image(µQ) ⊆ HQ(S). �������

�� ��� ��������� ������� �� ���� ��� ��� Image(µQ) �� ��������� �� � ����������� ������

������ �� HQ(S) ��� ������� �� ��������� �� ������� ���

��



��� ����� �����������

����� ����������� ��� ����� �� µQp

�� ���� ������� �� ���� ������� �� ��������� ����� ���������� Image(µQp) ��� � ��������

����� p� ��� ��������� ������ �� ��� ���� ���� ������ �� C ����� ��� �� � �����������

������ p����� ������������� ���� ��� ���� ����� ����� µQp �

��� ������� ����� �� ������� �� ��� ������� �� ������� ��� �������� ����� �� µQ

���� ��������
C(Q)

µQ−−−−→ A∗
Q/Q∗A∗q

Q

ιp

�
�rp

C(Qp)
µQp−−−−→ A∗

Qp
/Q∗

pA
∗q
Qp

�� �������������� �� �� ���� � �������� ����� P ∈ C(Q) ���� µQp ◦ ιp(P ) = rp ◦ µQ(P )�

��������� �� ���� ����

Image(µQ) ⊆ r−1p (Image(µQp)) ∩ HQ(S) �������

��������� ������ ��� ������ ��� ���� Q �� ��� ������������� ����� C� �� ������ ��

Sel(µ)(C,Q) =
�
[α] ∈ HQ(S) : rp([α]) ∈ Image(µQp) ��� ��� �������� ������ p

�
.

�

������ ������ �������� ��������� ��� ��� ������ ���� ����������� �� ��� ������ ������

��� ����� ��������� �� ��� ���������� ����� ���� ��� ������ �������� ��� ��������� �������

��� ���� ��� ��� ������ ������ ��� �� ���� ��� ������ ������������� ������� ������ �������

�� ������� ������ φα : Dα → C ��� φα� : Dα� → C ���� φα ��� φα� ��� �������� ���� ��

Dα ��� Dα� ��� ����������� ����� �� ��� ��� ����� ���� ����� �� ���� ��� ������ ����

��� ��������� �

����� ����������� ��� ��������� ������� �� ��� ��� �� ������� ����� ��� ��� ����������

��



������� ��� ����� �������� ����� p �� ��� ����

Image(µQ) ⊆ Sel(µ)(C,Q).

��� h ∈ FQp ��� ������ �� ph ��� ����� �� OKh
� ��� ��������� ��� ������

��� ���� �� ���� ���� ��� �������� ����� C(Qp) ��� �� ������� �� � ����� ������ ��

�������������� ����� ��� ��� µQp �� ��������� �� �������� Xk ��� X� ���� �� � �����

��������� ������������� �� ��� ���� ���������� �� � ����� (X �, Y �, 1) ∈ C(Qp)�

����� ������ ������� ���� X �, Xk ∈ Zp ���� ordp(X
� −Xk) ≥ k

��� �� k ≥ 2 ordph (q)+ordph (Xk−θh)+1

eph/p
���� (Xk − θh)K

∗q
h = (X � − θh)K

∗q
h �

���� �� k ≥ 2 ordph (q)+ordph (
�fh(Xk))+1

eph/p
���� �fh(Xk)K

∗q
h = �fh(X �)K∗q

h �

������ ��� �� ��� ���������� X � = Xk + upk ����� u ∈ Zp� ��

X � − θh
Xk − θh

= 1 +
upk

Xk − θh
.

��� ��� τ(t) = X�−θh
Xk−θh

− tq� �� �������� ����� �� ���� ���� ��� ��������� �� �

�������� ��������� ��� τ �� ���� � �������� �� Kh�

ordph(τ(1)) ≥ 2 ordph

�
dτ

dt
(1)

�
+ 1,

�� ������������

k ordph(p)− ordph(Xk − θh) ≥ 2 ordph(q) + 1.

��� �� ���� �� ��� ��������� �� ��� ����� �� �������� �������� ����� ������� ����

(Xk − θh) ��� (X � − θh) ��� ��� ���� ������ K∗q
h �

���� ���� �� ���� ������� �� ��� �������� ����� ���� ��� ��� ���� ����

�fh(X �) = �fh(Xk + upk) = �fh(Xk) + vpk ����� v ∈ Zp ��� ��� τ(t) =
�fh(X�)
�fh(Xk)

− tq�

��



����� ������ �� {Xk}∞k=1 ⊂ Zp �� � �������� ���������� ordp(X
� −Xk) ≥ k ��� ����

X � ∈ Zp ��� ����� k� ���� ����� ������ N ∈ Z>0 ���� ���� XN �������� �� ����� ��� ��

���������� ��� �� ���� �� ����� ������

������ ������� ���� N ���� ��� ������ ���� ����� ���� ��� ����� k �� ����

min

�
2 ordph(q) + ordph(Xk − θh) + 1

eph/p
,
2 ordph(q) + ordph(

�fh(Xk)) + 1

eph/p

�
> k

��� ��������� ���� ordph(Xk − θh) ��� ordph(
�fh(Xk)) ���� �� ������� �� k ����� ��

�������� ��� ����� {Xk}∞k=1 ��������� �� X � �� ���� ���� (X � − θh) = �fh(X �) = 0� �

��������������

� ����� ����������� ������� ��� ���� �� ������������� �q = 2� ��� �������������

�q > 2� ������ �� ����� � ������������� ����� �� ������� �� ���� �������������� ����� f �����

q��� ���������� �� �� ������ ���������� �� f ��� ������ �������� ������ �� ���� �����

�� ����� ���� �� ��� ���� ������� �� �������� ����� �� ��������� ������� ��� �����

��������� Xk ����� �� Zp �� ��� ���� ���������� �� � ����� (X �, Y �, 1) ∈ C(Qp)� �� ����

�� �� ������� ��� �� ��� ���� �������� ��� ������ ������������� ��� �� ��� �������������

�� ���� ����� ������ �� �� ������� ����� ���� �� ���� �� ��������� ��� ���� �� ��� µQp�

�������� ������������ ������ ���� ����������� ������ �� ������ ���� Qp� �� �������

��� ������� ��� ������

���

F lsi
Qp

=
�
h ∈ FQp : deg(h) = 1, nh > 1, θh ∈ Zp

�
,

����� ��� �������� lsi ������ ��� ������� �������� ��� ��������� �������� �� ���� ���

���������� �� ��� �������� ������ �� C ���� ��� ������ ���� Qp� ��� ��� �� ��� ����

(θh, 0, 1) ���� θh ∈ Zp� ��� ���� ��������� ������ ������� �� ����� ��� ����������� ����

��� ������ ��� ���� ����� ��� ������������� �� ��� ����� ����� µQp �� ������ �� ��� ����

��



(X �, Y �, 1) ∈ C(Qp)� ���� X �, Y � ∈ Zp�

��������� � ��� ������������������ ��������
�� �������� �������������������h�
�� kh ← 0
�� ������ ← �����

�� ����� [ ������ � ����� ] ��

�� kh ← kh + 1
�� X ← X ∈ Z ⊂ Zp : ordph(X − θh) ≥ kh

�� �������←
�
2 ordph� (q)+ordph� (X−θh� )+1

eph�/p
: h� ∈ FQp \ {h}

�
∪

�
2 ordph(q) + ordph(

�fh(X)) + 1
�

�� �� [ max(�������) ≤ kh ] ����

�� ������ ← ����

��� ��� ��

��� ��� �����

��� ������ kh, X
��� ��� ��������

���� ���� ��� �������� ������������������ ���������� �� ���� ����� �����

���� deg(h) = 1 ��������� �� ����� ��� �� ���� �� ��� �� X ���������� ��� ���������

�� ���� � ��� ����� ����� kh ����� ����� ����� ���� θh ∈ Zp�� ��� �� ���� �������� ����

����� �� �� �������� �� F lsi
Qp

� ���� �������� ��� � ������ ���� ��� �������� ����� �� X ����

�� ���� �� ������� µQp(θh, 0, 1)� ��� kh ���� ���� ����� �� ��� ���� �� ��� µQp���������

������������ ������ ��� ������������ ��� ��� h ∈ F lsi
Qp

���

Uh = {X ∈ Zp : ordp(X − θh) ≥ kh}

���

U =
�

h∈F lsi
Qp

Uh.

��� ��������� �������� ��� �� ������� �� �� ������������ Zp ���� ��������������

���� ��� ��������� �������� ���� ����� �� ��� �������������� ���� ��� �������� ��������

��� ���������� �� ���� ���� ���� �� ����� ������������� ��� �������� ���� ���� �� ������

��



�� C� ��� �� ��������� ��������� ���� ������� ���� µQp��������� ������

��������� � ��� ���������������� ��������
�� �������� ���������������������, k,�����
�� ��� X ∈ ���� ��

�� �������������←�����

�� ��� h ∈ F lsi
Qp

��

�� �� kh > k ��� ordp(X − θh) ≥ kh ����

�� �������������← ����

�� ��� ��

�� ��� ���

�� �� ������������� ����

��� ����←����������������
��
X + tpk : t ∈ {0, . . . , p− 1}

�
, k + 1,����

�

��� ����

��� ���� ← ���� ∪{(X, k)}
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ ����

��� ��� ��������

�� ���� ����� �� ������ ������ ���� ��� ��������� ������������������ ����

������� �� ��� ���������������� ���������� �� ����� �� ��������� �� ����� ����

�� �������������� ��� ��� �������� ���������� ���������� �� ����� �� �������� ��

������� ��� ����� ������ �� ���� ���� ��� ����� ������{0, . . . , p−1}�������{}� �����

������� ��� ������� �������

���� ��� ���� �� ��� ������������������ ��������� �� ����������� ��� �����

�� ��� �������� ����� ��� ������ �� ��� �������� ������ ����� µQp � ����� ����������

���������� �� ���� ������� �����

(���������������� ({0, . . . , p− 1}, 1, {}) , �����)

�� ��� �� ������ � ��� V1 ⊆ A∗
Qp
/Q∗

pA
∗q
Qp

����� �������� µQp(U1) = V1� ����� U1 =

{(X,Y, 1) ∈ C(Qp) : X,Y ∈ Zp}� ���� ������ ������������ �� ��� ������� ����� �� ���

���� ������ �� ������ � ��� V2 ���� ���� µQp(U2) = V2� ����� U2 = {(1, Y, pZ) ∈ C(Qp) :

Y, Z ∈ Zp}� ���� �� ������ ��� �������� ����� �� µQp � ����� U1 ∪ U2 = C(Qp)�

��



��������� � ��� ���������� ��������
�� �������� ���������������, ������
�� ��� [ (X, k) ∈ ���� ] ��

�� �� [ X ∈ U �� �(X �, Y �, 1) ∈ C(Qp) : ordp(X
� −X) ≥ k ] ����

�� ���� ← ����\{(X, k)}
�� ����

�� �������←
��

2 ordph (q)+ordph (X−θh)+1

eph/p
,
2 ordph (q)+ordph (

�fh(X))+1

eph/p

�
: h ∈ FQp

�

�� �� [ ∀[k1, k2] ∈�������� min(k1, k2) ≤ k ] ����

�� ���������� ← 1
�� ��� [ [k1, k2] ∈������� ] ��

��� �� [ k1 ≤ k2 ] ����

��� ���������� ← ����������×(X − θh)K
∗q
h

��� ����

��� ����������← ���������� × nh

�
�fh(X)−1K∗q

h

��� ��� ��

��� ��� ���

��� ����������← πQp (����������)
��� ����� ← ����� ∪{����������}
��� ����

��� �������← {(X + tpk, k + 1) : t ∈ {0, . . . , p− 1}}
��� �����←������������������, ������
��� ��� ��

��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ �����

��� ��� ��������

��



������ ������ �� ��� �� ������� ���� ��� ������� ���������� ���������� �� ����������

����� � ����� ������ �� ����� ������� �� ����� ������ �� ������� ���� ����� ����������

�� � �������� {Xk}∞k=1 ���������� �� ���� X � ∈ Zp ���������� X � − θh = �fh(X �) = 0

����� �� ����������� ���� ���� ���� ��� �� ��������� �� ���� �� ������� ���� �� X ∈ U � ��

����� ����� �� ��� ����������� ����� �� ���� ����� �� ��� ���� ���������� �� ��� �� ���

�������� ������� ���� �� �� �������� ���� ���� ��� �� �� ��� ��� �� ���� �� ����� ��������

������ ����� ����� ���� �������� �� �� ������� ����� �

����� ��� ������������� ������

��� ����� α ∈ A∗
L ���� ���� [α] := αL∗A∗q ∈ HL �� ��� ��������� � ����� �� C �� ������

qd−2

φα : Dα → C,

������ ���� L ���������� ��� ����������

Dα(L) �= ∅ ⇔ [α] ∈ Image(µL)

[α] =
�
α�� ⇒ Dα

∼= Dα�

����� ��� �� ���� �� ���������� ����������� �� ��� L�������� AL� ������ ��� ���

������ ������ ����� Gal(L/L) �� GL� �� �� ���������� Kh �→ L ��� ��� h ∈ FL ����

��� ���������� �� ��� ����� ���� ���� ����� �� ��� ������������� Kh ∩Kh� ��� h, h� ∈ FL�

�� ���� ��� �� ��������� ΘL �→ ΘL ��� �� ��� ����� �������� αh ∈ Kh �� �������� ��

L ��� �������� �� ΘL �� �������� �� ΘL�

����� ������

AL ∼= MapL(ΘL,L),

����� ��� ����� ���� ���� �� ��� ��� �� ��� GL������������ ���� ���� ΘL �� L�

��



������ ��� ����������� �� ����� ��

(αh)h∈FL �→ (θh� �→ σαh : σ ∈ GL, h ∈ FL,
σθh = θh�)

���� �������

ξ �→ (ξ(θh))θh∈ΘL⊆ΘL
.

��� α ∈ A∗
L ���� ���� [α] ∈ HL� ����� αA∗q ∈ HL� ����� ������ v ∈ L∗ ����

anNA/L(α) = vq. �������

��� Dα �� ��� ������� �� Pd−1 × C ������ ��

�
(uh)h∈FL

, (X,Y, Z)
�
∈ Dα ⇔∃λ �= 0 ���� λα(θh)u

q
h = X − θhZ �������

��� ��� h ∈ FL ���

λn/qv
�

h∈FL

unh
h = Y.

�� ��� � ����������� �� ��� ������ Dα �������� �� ����� �� ����� �� ����� ������� ������ ��

��� ��� ����� �� ���� ��� ����� �� ����� ��� ���� ������� Pd−1� ���� ��� ������� GL�������

����� �������� ����������� �� ��� ���� ��� �� �������� ΘL� �� ����� ����� �� σ ∈ GL
�������� σθh = θh� � ���� σuh = uh� � ������� ��� �� ����� �� ���� �� ���� �� ���� ���

����� ���� ����� Ad �������� ��

Ad = Spec
�
L [{xh,i}h∈FL,0≤i≤dh ]

�

��� �������

uh = xh,0 + xh,1θh + . . .+ xh,dh−1θ
dh−1
h

��



��� ���� ����� �� ���������� ��� uh ��� ����� ���������� �������� �� ���� ���� ���

����� �������� �� Ad \ {0} �� ��� ������ �� ������� �� ������ ��� Pd−1� �� �� ���� �������

���� ��� ��������� ���� Dα �� �������� ������ ���� L� ���������� �� ��� ������ ������

����� ���� �� ��� �������� �������� ���

φα : Dα → C.

����� ������ ��� ����� P ∈ C(L)

#φ−1α (P ) = qd−2. �������

�� ���������� Dα �� � ������

������ ��� P = (X,Y, Z) ∈ C(L) ��� ������� X − θh0Z �= 0 ��� ���� h0 ∈ FL� ����

uh0 �= 0 �� �� ��� ��� uh0 = 1� �� ����� ���� �� ���� ���� λ =
X−θh0Z

α(θh0 )
� �� ��� ��� uh

���� h �= h0 �� ����

uqh =
α(θh0)(X − θhZ)

α(θh)(X − θh0Z)
.

����� �� ��� ���� L� �� ����� ���� ��� ����� h ∈ FL ���� ���� X − θhZ = 0� ���� �����

��� ������� q �������� ������� ��� ��� ����� �� ���� �� ��� d− 1 uh��� ���� d− 2 �� ����

���� ���� ������� ��� ��������� ��� �� ������� �� ��� ��������

λn/qv
�

h∈FL

unh
h = Y.

��� ���� ���� ����� �� � ������ ������ ��� ��� ����� �� ��� ��������� ���������� ����

���� gcd(nh, q) = 1 ��� ����� h ∈ FL� �� ��� ����� ���� �� X − θh�Z = 0 ��� ����

h� ∈ FL \ {h0} ���� uh� = 0 ��� ����� ��� q ������� ��� ��� ��������� d − 2 uh��� ���

����� �������� �� ���� ���� ���� ��� ������ ��� ����� ��� ��� �� ����� �� ��� ���� �� ����

����� ��� ���� �� φα ���� P ∈ C(L) �������� ������� qd−2 �������

��



����������� ������ Dα(L) �= ∅ �� ��� ���� �� [α] ∈ Image(µL)� ������������ �� [α] =

[α�] ���� Dα
∼= Dα� ���� L� �� ����� ������ �� �� L������������� Dα ���� ������� ��

��� ����� [α] �� A∗
L/L∗A∗q

L �

������ ��� P =
�
(uh)h∈FL

, (X,Y, Z)
�
∈ Dα(L)� ���������� ����� φα(P ) = (X,Y, Z) ∈

C(L) ��� �� X − θhZ �= 0 ∀ h ∈ FL ����

δL (φα(P )) =
�
(X − θhZ)K

∗q
h

�
θh∈ΘL⊆ΘL

=
�
λαhu

q
hK

∗q
h

�
θh∈ΘL⊆ΘL

��������� µL(φα(P )) = [α]� �� ��� ����� ���� �� ����� ������ h� ∈ FL ���� ���� X −

θh�Z = 0 ����

δh�(φα(P )) =
nh�
�

�Fh�(X,Z)−1K∗q
h� ��� ������� �� ��������� ������

=
nh�

�����
1

an
�

h∈FL\h�
(X − θhZ)

nh
K∗q

h� ��� ������� �� ��������� ������

=
nh�

�����
1

anλn−nh�
�

h∈FL\h�

�
α(θh)u

q
h

�nh
K∗q

h�




�� �������� ��� �������

��������� �� ��� ������




= nh�

�
(λαh�)nh�

anλnNA/L(α)
K∗q

h� ��� ��������� ������

= nh�

�
(λαh�)nh��
λn/qv

�q K∗q
h� ��� ��������

= nh�
�
(λαh�)nh�K∗q

h�

= λαh�K∗q
h� .




�� �� ��� ��������� ��

nh
√• �� ��������� �����




�� ����� µL(φα(P )) = [α]� ����� ��� ��� ����� ���������� �� δL ��� ��������� �������

����� ����������

��� ��� ����� ������������ ������� [α] ∈ Image(µL)� ���� ����� ����� �����

��



X,Y, Z ∈ OL� λ ∈ L∗ ��� β ∈ A∗
L ���� ����

λα(θh)β(θh)
q = X − θhZ

��� θh ∈ ΘL� ����� ����������� ����� ��������� �� �������� �� GL ��� ����� ��� ���� ����

α ��� β ��� GL������������� �� ������ ��� ������������� ��������� ��� θh ∈ ΘL \ ΘL�

����

Q =
�
(β(θh))h∈FL

, (X,Y, Z)
�
∈ Dα(L). �������

���� ���� �� ��� ���� h� ∈ FL �� ���� X − θh�Z = 0 ���� dh� = 1 ��� ��� �������������

���������� uh� �� ����� �� �����

��� ��� ���� ��������� ������� ���� �� ���� α, α� ∈ A∗
L ���� [α] = [α�]� ����

������� ���� ����� ����� λ ∈ L∗ ��� β ∈ A∗
L ���� ���� α = λα�βq� �� ��������� �� ���

������ �� �� ��� ���� �� ��� ���� �� ��� ���� ��� Dα �� Dα� ���
�
(uh)h∈FL

, (X,Y, Z)
�
�→

�
(β(θh)uh)h∈FL

, (X,Y, Z)
�
����� �� ������� �� ����������� ��� �� �� ������ ���� L �����

�� �� ��������� ����� ��� ������� GL��������

��������� ������ ��� H �� ��� ������ �� HQ(S) ���������� Image(µQ)� ����

C(Q) =
�

[α]∈H
φα (Dα(Q)) .

�� ���������� ��� ����� �������� ����� ��� H = Sel(µ)(C,Q)�

������ ����� ��� ��� α ∈ A∗
Q ���� ���� [α] ∈ HQ� Dα ��� φα ��� ������ ���� Q� �� ����

���� ��� ����� ���� ���� �� ��������� �� C(Q)� ����� ���� ��� ����� �� ����������� ������

�� ���������� �������� �� ������ ���� �� �� ���� P = (X,Y, Z) ∈ C(Q) ��� µQ(P ) = [α]�

���� ����� ������ Q ∈ Dα(Q) ���� φα(Q) = P � �� ��� ����� ����� �� [α] ∈ H\Image(µQ)

���� Dα(Q) = ∅�

����������� ������� ��� ������ Dα ��� �������������

��



������ �� ���� ���� ��� �� �������� �� ��� ���� ����� ����� uh0 �= 0 ��� Z �= 0 ��� ����

h0 ∈ FL� �� ���� ������ ���� uh0 = Z = 1� ����� ��� �������� �� FL \ {h0} ����� ��

����� i ∈ {1, . . . , d − 1} ��� ������ ui := uhi
, θi := θhi

��� ni := nhi
�� �������� ���

��������� ���� ��������� �������� ��� ������� ��������� ��� Dα� �� ���� ����� ������

α(θi)(X − θ0)u
q
i = α(θ0)(X − θi) ��� i ∈ {1, . . . , d− 1}

v

�
X − θ0
α(θ0)

�n/q d−1�

i=1

uni
i = Y.

�� ��� ��� ��������� (d + 1) × d ������ �� ������� ����������� ����� ���������� � ������

��� ����� �������� �� ��� ��������� ����� �� Dα �� � ������� ����� �� ��� ���� ������




α(θ1)u
q
1 − α(θ0) α(θ2)u

q
2 − α(θ0) . . . α(θd−1)u

q
d−1

− α(θ0) v
�

n
q

�
α(θ0)

−n/q(X − θ0)
n/q−1

d−1�

i=1

u
ni
i

qα(θ1)(X − θ0)u
q−1
1 0 . . . 0 vn1

�
X−θ0
α(θ0)

�n/q
u
n1−1
1

�

i�=0,1

u
ni
i

0 qα(θ2)(X − θ0)u
q−1
2 . . . 0 vn2

�
X−θ0
α(θ0)

�n/q
u
n2−1
2

�

i�=0,2

u
ni
i

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

0 0 . . . qα(θd−1)(X − θ0)u
q−1
d−1

vnd−1

�
X−θ0
α(θ0)

�n/q
u
nd−1−1

d−1

�

i�=0,d−1

u
ni
i

0 0 . . . 0 −1




�������

���� ������ ��� ���� d �� ����� ����� �� ��� ���� ������ �� ��� ���� ���� ���� ��� ����

d− 1 ������� �� ��� ���� ���� ��� ����� �� ����� ����� ���� ����� ���������� ��� ���� ����

��� ����� �� f sf ��� ��������� ��� ��� ���� ������� �� ���� ��� ��� ��� �� �����������

���� ��� ���� ���� ������� ��� d × d ������ �������� �� �������� ���� ��� ��� ����

d� � ������� �������� ��� ��� �� ��� 2d ���� ������� �������� Dα ����� ���� Dα ��

�������������

����������� ������� ��� Δ �� ��� ������������ �� ��� ���������� f sf � �� p �� � ��������

����� ���� ���� p � qΔ ��� α ∈ A∗
Q ���� ���� [α] ∈ HQ(S)� ���� Dβ ��� ���� ����������

����� β ∈ A∗
Qp

�� ���� ���� [β] = rp([α])�

������ ����� p ���� ��� ������ q �� Δ� α ∈ A∗
Q ��� �� ������ ���� ���� ordp (α(θh)) = 0

��� ����� h ∈ FQ ��� ����� p | p� ���� β �� �� ��� ����� �� ���� α ����� ��� ���������

��



⊗Qp : A
∗
Q → A∗

Qp
� ���� [β] = rp ([α]) ��� ���� ordp (β(θh)) = 0 ��� ����� h ∈ FQp

���

����� p | p� ���� ��� ������� ��������

λβ(θh)u
q
h = X − θhZ

�� Dβ ��� �� ������� �� � �������� �������� ������ ph ��� ����� h ∈ FQp
� ����� ph ��

��� ����� �� Kh ����� p� �� ���� ��� � ����� φβ : Dβ → C ������ ���� Fp� �����������

�� ���� ���� Dβ �� ������������ ����� ��� ��������� �� ��� ������ �� ������� �����������

�� ������� ��� ���� �����

����������� ������� ��� ����� G �� ��� ������ Dα �� ����� �� qd−2
�
d(q−1)

2 − q
�
+ 1�

������ ��� ψ : C → P1 �� ��� ��� (X,Y, Z) �→ (X,Z)� ���� ��� ������ q� ����� φα ���

������ qd−2 �� ����� ������ ��� ����������� ψ ◦φα : Dα → P1� ����� �� � ������������

�������� ������� ��� ������������ ���������� ��� ������ qd−1� �� �� ���� �� ��� ���� ���

����� (X, 1) ∈ P1� ���� X /∈ ΘL ��� ����� ����� ���� X �� ��� � ���� �� f�� �� ����

#ψ−1(X, 1) = q,

��� ��������� ���� ���� �������� ������� �� ��� ����

#(ψ ◦ φα)−1(X, 1) = qd−1 = deg(ψ ◦ φα), ∀ X /∈ ΘL.

�� ����������� ��� ���� ����� ����� X �= 0 �� ��� ���� ���� ��� ���� �� ��� ���� �����

��� ����� (1, 0) ∈ P1 �� ���� qd−1� �� ����������� ����� �� ������ ���� ��� P�� = (X, 1)

���� X /∈ ΘL ��� P�� = (1, 0) �� ����

eψ◦φα(Q) = 1 ∀ Q ∈ (ψ ◦ φα)−1(P��). �������

��� ���� P��� = (θh, 1) ∈ P1 ��� ���� θh ∈ ΘL� ���� τ = x − θh �� � ����������� ��

��



P��� ��� P1 ��� �� ��� ������� ��������� ������� �� Dα �� ���� ����

(ψ ◦ φα)∗(τ) = x− θh = (x− θh�)
α(thh)

α(thh�)
uqh,

��� ���� h� ∈ FL \ {h}�� ����� uh �� �������� � ������������ ��������� ��� ��� ������ ��

(ψ ◦ φα)−1(P���)� ��� (x− θh�) �� �������� ��� ������� �� ����� ������� �� ��� ���� ����

eψ◦φα(Q) = q ∀ Q ∈ (ψ ◦ φα)−1(P���). �������

��� �� ������������ ������� ��� ������� �� ��� ��������������� ������� ��� ψ◦φα
�� ���

2G− 2 =(2Genus(P1)− 2) deg(ψ ◦ φα) +
�

P∈P1,Q∈(ψ◦φα)−1(P )

(eQ − 1)

2G− 2 =− 2qd−1 + dqd−2(q − 1)

G =qd−2
�
d(q − 1)

2
− q

�
+ 1.

��������� ������� ����� ��� ��� �� ������ ������ �� ��

Sup :=

�
p �������� ����� : p | qΔ ��

√
p+

1√
p
≤ 2G

�
.

�

����������� ������� ������� ���� p �� � �������� ����� ��� p /∈ Sup� ���� HQ(S) ⊆

r−1p

�
Image(µQp)

�
�

������ ��� α ∈ A∗
Q ���� ���� [α] ∈ HQ(S) ��� β ∈ A∗

Qp
���� ���� [β] = rp ([α])� ��

������������ ������ ��� ������ �� ���� ���� Dβ �� � ������������ ����� �� ����� G ����

����� ���� �� ��� �������� ������� �������� �� �������� ��� ���� ���������� ����� �� uh ���� ��
�� �������� uh/uh� �

��



Fp� ���� �� ��� ���������� ���������� �� ���� ���� #Dβ(Fp) > 0 ��� �� ��� ���

�������� ����� �� ���� �� � ����� �� Dβ(Qp)� �� ����������� ����� ���� �� ���������� ��

[β] = rp([α]) ∈ Image(µQp)�

��������� �������

Sel(µ)(C,Q) = {[α] ∈ HQ(S) : rp([α]) ∈ Image(µQp) ��� ��� p ∈ Sup}

����� ������������� ��������

��� ������ A(q,S)� Q(q, T ) ��� ��� ������������ ι ������ �� �������� ����� ���

����� ��� �� �������� ����� �������� ����������� �� ����� ������ �� ��� �����

�������� ������� ������ ���� �� �� ��� ������� πQ (HQ(S)) = HQ(S)� ��� ����������

�� ��� ����������� �� ��������� ��� ����� ��� ���� ������ �� ��� ������ ����� Kh� ���

h ∈ FQ� ����� ��� ������ ��� ��� ������������ �� A(q,S)�

����� �������� ��������� ������ ��������� ���� ��� ��������� �������� Sel(µ)(C,Q)

�� � ����� ������ �� ����� ��� ���� �� Sup �� ������������� ����� ��� �� ������� �� ��� ����

���� �� ��� ����������� ����� ����� ������� ������������ �� ��� ����� ��� ��� ���������

�� ���� ��� �� �� ���� ����� ������ ������ �� ��� ���� � ������������ �� ������� ����

��� ��� �� ������� �����

��� ��������

�� ���� ������� �� ���� �������� �� ��� ������� �� ������������� ������ ��� �� ���� ��

������ ���� ����������� ������ ����������� ��������� ������� ����� �� � �����������

������� �� ����������� ��� ��� ������� ���� ��� ����� ������������ ��� �������� ���

�������� �� ����� ���������� ��������� ��� ���� �� �������� ������ �� ��� ������ �� ������

�� ��������� �� ������� ����� �� ���� ��� ������� ��� ��������� �� ��� �����������

��������� ��� ������� ����������� ������ ���������� �� ������� ����� �� �������� �

������������� ������ ����� �������� ������ � ����� ����� ����� �� �� ������� ��� �X �→

��



X2, Z �→ Z2�� ��� ��� �� �������� ������ �� ���� ����� �� �������� �� �� �� ���������� ��

��������� ��� ��� �� �������� ������ �� ��� ������������� ����� �� ������� ���� ��������

������ �� ��� ����� ������ ����� ����� ��� ��������� ��������� ����� �� ������� ��� ���

��� �� ��� ������ Dα ��� �� ����� ������������ ��� �� ������ �� ������� ��� ��� ��������

������ �� ���� ��������� ����� D1 �� ����� ����� ������ �� ������������������ �������� ��

������� C(Q) ����� C(Q) = φ1(D1(Q))� ��� ��������� �� ���� �������� ���� �����

�������� ���������� �� �������� ��� ������� �� � �������� ���� �� ������� �� ���� ����

�� ��� ����� �� ������� ������ ��� ������ ������� ������ ��� ��� ������ �������� ��� ��

������ ���� Q� ������� ����� ���� ������������ ��� ����������� �� ��������� �������

��������� �� �������� ������������� �������

������� ������ �������� ��� ����� ������ �� ��� ��������

y5 = 2x5 + x4 + 2x3 + x2 + 3x+ 3.

���� �� ���� ��� ����� �������� ��� ��������� �� ���� ����� �� ������ ��� ������� �����

�� ����� ����

p � � � � � � � �� �� � � � �� ��

#HQ(S)
�

l prime
l≤p

r−1l (µQl
(C(Ql))) �� �� �� � � � � � � � � � � �

����� ���� ������� ����������� ��� C : y5 = 2x5 + x4 + 2x3 + x2 + 3x+ 3�

���������

HQ(S) ∩ r−15 (µQ5(C(Q5))) ∩ r−119 (µQ19(C(Q19))) ∩ r−141 (µQ41(C(Q41))) = ∅

����� ������ ���� C(Q) = ∅� �

������� ������ �� ����� ����������� ��� ������ �������� ��� ��������� ���� �����������

��



������ ���������

16a7 + 87b7 + 625c7 = 0 �������

11a5 + 29b5 + 81c5 = 0 �������

27a5 + 16b5 + 2209c5 = 0 �������

32a7 + 81b7 + 187c7 = 0 �������

����� ���� ��������� ���������� �������� ��� ������ �� ���� �� �������� ������� ���

������� ������� ��� ��� ������� �������� ����� �� ���� ���� ��� ��� �� �������� ������

�� ������ �� ���� ��� ��� ��� ��� ������� �� ������ ��� ���� �� �����

������� ���� ��� ������� ��� �� ������ ����������� �� ��� ��� �� ������ ��������

������ �� ������������� �������

�������⇔ (−b, 2a,−c) ∈ C1(Q)� ����� C1 : Y
7 = 8(87X7 + 625Z7)

�������⇔ (−a, 3c,−b) ∈ C2(Q)� ����� C2 : Y
5 = 3(11X5 + 29Z5)

�������⇔ (−a, 2b,−c) ∈ C3(Q)� ����� C3 : Y
5 = 2(27X5 + 2209Z5)

�������⇔ (−b, 2a,−c) ∈ C4(Q)� ����� C4 : Y
7 = 4(81X7 + 187Z7)

����� ��� �������� ��� ������� �������� ���� �� ������� ������� �� ����� �������

p � � � � � � � � �� ��

#HQ(S)
�

l prime
l≤p

r−1l (µQl
(C1(Ql))) �� �

#HQ(S)
�

l prime
l≤p

r−1l (µQl
(C2(Ql))) �

#HQ(S)
�

l prime
l≤p

r−1l (µQl
(C3(Ql))) � � � � � � � � � �

#HQ(S)
�

l prime
l≤p

r−1l (µQl
(C4(Ql))) � �

����� ���� ������� ��� ��� ����������� ������ ������

��



��������� Ci(Q) = ∅ ��� i = 1, 2, 3, 4� �

������� ������ �������� ��� ����� C �� P2(1, 2, 1)� ������ ��

(X,Y, Z) ∈ C ⇔ Y 3 = (X2 − 3Z2)(X4 − 2Z4).

���� ����� ��� ����� ������ �� ������� (1, 1, 0)� (1, ρ, 0) ��� (1, ρ2, 0)� ����� ρ �� � ������

���� ���� ���� �� ������ �� �� ���� ���� �� ��� �� ����� ��� �������� ������ ����� ��������

��� ��������� �� ���� ����� �� ������ ��� ������� ����� �� ����� ����

p � � � � � �� �� �� � � �

#HQ(S)
�

l prime
l≤p

r−1l (µQl
(C(Ql))) ��� ��� � � � � � � � � �

����� ���� ������� ��� C : y3 = (x2 − 3)(x4 − 2)�

��� ������� �� HQ(S) ��������� �� ��� ����� �� ��� ����� (1, 1, 0) ����� µQ �����

�� ����� �� ��� �������� ������� 1Q∗A∗3� ���� ����������� �� � ����� φ1 : D1 → C� �����

D1 �� � ����� �� P5 × C ������ �� �� �������� ����� ��� �� �������� ������ �� ����������

�� �� ���������� �� K(x2−3) ��� K(x4−2) �� Q ��� ����� ��� ��� �������� �� ΘQ ��

ϑ1 =
√
3, ϑ2 = −

√
3, ϑ3 =

4
√
2, ϑ4 = − 4

√
2, ϑ5 = i 4

√
2 ��� ϑ6 = −i 4

√
2� D1 �� ������ ��

��� ��������� ���������

((u1, . . . , u6), (X,Y, Z)) ∈ D1 ⇔∃λ �= 0 ���� ���� λu3j = X − ϑjZ

��� 1 ≤ j ≤ 6 ���

λ2
6�

j=1

uj = Y

���� ������ � ����� E� �� ����� 1 �� P2� ������ ���� ��� ������ ���� L := Q(ϑ3)� �����

�� ��� ��������

(U, V,W ) ∈ E� ⇔ V 3 = (U − ϑ3W )(U2 + ϑ23W
2).

��



�� ���� ��� ��������� ����������� ��������

D1
φ−−−−→ C

κ

�
�

E� −−−−→
τ

P1

((u1, . . . , u6), (X,Y, Z)) > (X,Y, Z)

(Xu23, (X − ϑ3Z)u5u6, Zu
2
3)

∨
> (X,Z)

∨

���� ���� κ �� � ���� ������ �������� ��� ������� ��� ������������ ������ �� �� ��

�������� � ��������� �� ��� ��� E� ���� ����������� ���� ��� � ������ ���������������

�� ������ ��� ����� (ϑ3, 0, 1) �� ∞� �� ������ ��� ����������� �����

E : y2z − 8ϑ23yz
2 = x3 − 64z3.

��� ����������� �� ��� ��� ������ �� ����� ��

ψ : E → E�, ψ(x, y, z) = (ϑ3y, 2ϑ
3
3x, y − 8ϑ23z).

����� ��� ������� ����� �� ��� ���� ��� ������������ ���� �� E(L) �� 1� �����

τ
�
κ
�
φ−1(C(Q))

��
⊆ P1(Q),

�� ��� ��� ���������� �� ��� ��� L��������� ������ �� E�� ���� (U, V,W ) ∈ E�(L) ���� ����

(U,W ) ∈ P1(Q)� ����������� ����� ���� ���� �� C(Q)� �� ����� ���� ������� �� ��� ���

��������� ����� ��������� ������������������� ����������� ���� �� ����������� �� ������

����� ��� ������� ����� �������� �� ��� ����

{(U, V,W ) ∈ E�(L) : (U,W ) ∈ P1(Q)} = {(1, 1, 0), (0,−ϑ3, 1)}.

�� ������ ���� C(Q) = {(1, 1, 0)}� �

������� ������ �� ���� ����� ���� ��� ���� ��� ������� �������� � �������������� �� �����

������� �������� �������� ������ ��� ������������� �� ��� ����� (a, b) ∈ Z2
>0 ���� �������

��



��� ��������

bq = 1k + 2k + . . .+ ak

��� ���� q ≥ 2 ��� k ≥ 1� ������� ����� ����� �� ������� ������ �� ��� ����� ���

������� ��������� ��� ��� ��������� ��� ��� ������ �� q ��� ��� 1 ≤ k ≤ 11� �� �� ���������

�� ��� ���� ���� ����� ���� ���� �������� �� ������ ������ �� k� ������������� �� �������

���� ���� ������� ���� ����� ��� ������ ����� �������� �������� �������� ��� �������������

�� ��� ���� ��� �� �������� ������ ��� ������� �� ��� ������ �� �������� ������� �� � ��������

������������� ����� �� ����� 7� �� ����� ��� ���� ���� q = 3 ������� ������� ����� ����

����� ��� ��� �� ����� ������ ��� ��� ������������ ������� �� �������� ��� ���� ����

k = 9 ����� ���� �� � ����� �� k ����� ��� ������������� ����� �������� �� ��� �����������

�� ���� �������� ��� ������������������

������� ������ ��� ���� ���� (a, b) ∈ Z2
>0 ����������

b3 =

a�

i=1

i9

�� (1, 1)�

������ ����� ��������� ��� ����� ���� ���� �� ��� �������� �� ��� ������ ������� ��� ���

��� �� ��� ���� a ����� ������ �� ��� ��� ��������

b3 =
1

10
a2(a+ 1)2(a2 + a− 1)

�
a4 + 2a3 − 1

2
a2 − 3

2
a+

3

2

�
�������

����� ��� ������ �� ��������� �� ��� ����� �� ����������� ������ �� ��� ���� ��� �����

����� (a, b) ���������� �� �������� ������ �� ����� 7� ��������� ������������� ����� C ��

P2(1, 4, 1) ������ ��

Y 3 = X2(X+5Z)2(X+10Z)2(X2+30XZ+100Z2)(X4+30X3Z+460X2Z2+2400XZ3+4000Z4).

��������� ������ ������������� ���� ��� �������������� �� ������� �� �������� ��������� �� ��������
������ ������ �� ������ ������� ���� ���������� ������ ��� ������������� ������ ������ �� ���������
�� ��� ���� ������� ����� ����� ���� ��� ����������� �� ����� ����� ���� q > 3� ��� ���� ������� ���
������� ����

��



�� �� �������� ��� ��� ������� � �������� (a, b) �� � ����� �� C ��

(a, b) �→ (10, 10000b, (a− 1)) ∈ C(Q). �������

�� ���� ��� ������� ��� µQ : C(Q) → A∗
Q/Q∗A∗3

Q ����� ��� ������� AQ �� ����������

�� ��� ������� Q × Q × Q × K1 × K2 ����� K1 = Q[x]/(x2 + 30x + 100) ��� K2 =

Q[x]/(x4 + 30x3 + 460x2 + 2400x+ 4000)� ������ ��� ������ �� x �� K1 ��� K2 �� θ1

��� θ2 ������������� �� ��� ������� ��������������� �� A∗
Q ��� ��� ������ �� ��� ���

����� �������� ������� ����� ��� ����� �� ����� ����

i Pi ∈ C(Q) µQ(Pi)

1 (1, 1, 0) [(1, 1, 1, 1, 1)]

2 (0, 0, 1) [(1, 5, 10, θ1, θ2)]

3 (−5, 0, 1)
�
(1, 75, 1, 1, 400(5θ32 + 134θ22 + 1860θ2 − 5840))

�

4 (−10, 0, 1)
�
(2, 1, 300, 25(3θ1 + 10), 20(θ32 + 20θ22 − 90θ2 − 700))

�

5 (−10, 1000, 3)
�
(2, 1, 4, 25(3θ1 + 10), 20(13θ32 + 330θ22 + 4380θ2 + 9600))

�

����� ���� ��������������� �� A∗
Q �� ������ �� ����� �������

�� ����������� ������� ��� ����� G �� ��� ������ Dα ��

G = qd−2
�
d(q − 1)

2
− q

�
+ 1 = 37

�
9× 2

2
− 3

�
+ 1 = 13123

�� ��� ��� Sup ���� ��������� ������� �������� ��� �������� ������ ����� ��� ���� ����

4 × 131232 = 688852516� ���������� ��� ����� ������������ ��� ��� �� ����� ������

����� �� ����������� ��� �� �� ��� ���� ��� ����� ����� �������� ��� ������ 2� 3 ��� 5

�� ������� ����� ������� ���� HQ(S) ����� ���� ��� ��� �� ������� ����� ����

Sel(µ)(C,Q) = µQ ({P1, P2, P3, P4, P5}) .

����� �������� ���������� �� ��� ������ φi : Di → C� ����� ���� Di �� � ����� �� P8×C�

������ ����� � �������������� �� µQ(Pi) ���� ���������

��� ��� ���� 1 ≤ i ≤ 5� �� ������ � ����������� �� ����� ������� ���� FQ �� ����

��



� ����� κi : Di → Ei ����� Ei �� � ����� ��� ������ �� �������� ������� ����� �������

�� ������ ���� Q� �� ������ ���� Ei ��� κi ��� ������ ���� Q� ���� �������� ��� �����

������� �� ���� ��� �� ������ �� �������� ����� Ei ����� ��� ������� ���� �������� �������

�� �� ����� ���� ��� ��� 1 ≤ i ≤ 5� ��� ������ {x, x+5, x+10} ⊆ FQ �������� ��� ��������

�� ����� ������ ��� ��� ������ �� ����� ����

i (U, V,W ) ∈ Ei ⇔ κi

�
(uh)h∈FQ

, (X,Y, Z)
�
=

1 V 3 = U(U + 5W )(U + 10W )
�
Xu2(x), Xu(x+5)u(x+10), Zu

2
(x)

�

2 50V 3 = U(U + 5W )(U + 10W )
�
Xu2(x), Xu(x+5)u(x+10), Zu

2
(x)

�

3 75V 3 = U(U + 5W )(U + 10W )
�
Xu2(x), Xu(x+5)u(x+10), Zu

2
(x)

�

4 600V 3 = U(U + 5W )(U + 10W )
�
Xu2(x), Xu(x+5)u(x+10), Zu

2
(x)

�

5 8V 3 = U(U + 5W )(U + 10W )
�
Xu2(x), Xu(x+5)u(x+10), Zu

2
(x)

�

����� ���� ��� ����� ������ Ei ��� ��� ���� κi : Di → Ei�

�� ���� ���� ����� ��� ������������ E1
∼= E5 ��� E3

∼= E4 ���� Q� ��� ���� �� ���

�������� �� ��� ������������ �� ����� ��� ���������� �� V 3 �� E4 ��� E5 ���������

�� ������ ��� ������ ���� ���� ��������� ���� ����������� ��� ���� ����� ������� �� ���

��������������� �� µQ(Pi) ����� �� ����� ���� ��� ��� ����� ������ ��� �������� ������

���� ������������ ���� ����� �� 0 �� �� ��� ��������� ��� ���� Ei(Q)�

E1(Q) =





(0, 0, 1), (−10,−10, 3), (−20, 10, 3),

(−10, 0, 1), �� � � � �� , (−5, 0, 1)





E2(Q) =
�
�� � � � �� , (−10, 0, 1), (−5, 0, 1)

�

E3(Q) =
�
(0, 0, 1), (−10, 0, 1), ��� � � � ��

�

E4(Q) =
�
(0, 0, 1), ���� � � � �� , (−5, 0, 1)

�

E5(Q) =





(0, 0, 1), (−10, 0, 1), (−5, 0, 1),

(−20, 5, 3), (2, 1, 0), ���� � �� � ��





�� ���� ������� ��� ���������� �� ����� ���� ����� ��� ���� κi� ��� ��� ��������� ����

��



� ����� ��� ��� Q��������� ����� �� ��� κi������ ��� ���� �� ��� ������ ���� �� ��������

���������� �� ��������� Di(Q) �������� ������� ��� ������� ��� ���� 1 ≤ i ≤ 5� �����

��������� ����� �� ���

C(Q) =
5�

i=1

φi (Di(Q)) = {P1, P2, P3, P4, P5} .

����� ������ ���������� �� ��� ��������� (a, b) ∈ Q2 ���������� �������� �������� �� ����

�������� ����� ��� ������� �� ��� ��� ������� �� ��� ���� P1, P2, P3, P4 ��� P5 ����������

�� (1, 1)� �∞�� (−1, 0)� (0, 0) ��� (−2, 1) ������������� ��������� (1, 1) �� ��� ���� ��������

����� ���� a ��� b ��� �������� ���������

�

��



������� �

��������� ��������� �����

��������� �� ������ ����� ������

��� �������

����� ����������

�� �� ���� ������� ����� �� ������� ������ ��� ������ �� �������� ��� �������

����������� �� � ���� ���� ����������� ��� �������� ��������� ���� �� ������� ����������

��� ��������� ����� ����� ������ �� ��� ���� �� ��� ��� �� �������� ������ �� � �����

������ ���� Q� �� ��������� ��� ������ ��� �� �������� ������� �� �� ������� ���� ��

����������� ���� ��� ������������ ����� ����� ��� ��������� �� ������� ������ ��� ����

������ ��� �������� ��� �� Kp��������� ������ �� ��� ����� ���� � ����� �������� ����������

�� �������������� �� ������� �������� ����� ���������� ��������� ���� �������� �����

��������� ����������� �� ����� ����� �������� ������ ����� ����� ������ ��� �� ���� ����

��� ������� ���������� ����� K��������� ������ �� ��� ������� ��� ����� �������� �������

��� ������������ ����� �� ���� ���� �� ����� ���� ��� ��������� ������� ���� ��� ���� ����

������ �� ���� �� K��������� �������� ������ ���� ����� ��� ���������� �� ���� ��������

�� ��� ���� ���� �� ���� ������� �� ������ ����� ��������� ���� ������������ ���� ����

��



���� �� ����� �� g − 1� ����� g �� ��� ����� �� ��� ������

�� � ���� ������ ������������ ������ ������ ��������� ����������� ���� �� ����������

������ ���� ���� ���������� ������ �� ����������� �� ���� ���� ������ ������ ���� �

������ ���� �� ������ d > 1� ��� ���������� �� ������� �������� ��� ��� ��������� ��� ��

������� �� ������ ����� ��������� ���� ������������ ���� ���� ���� �� ����� �� d(g−1)�

��� ���� ������ �� ��� ����� �� ���� �������� ��������� ��� ������� �������� �� ����

��������

������ ���� ��� �� ���������� �� ��� ��� �� �������� ������ �� � ����� Υ ������

���� � ������� ������ ���� E ⊂ K� � ������� �������� ����� �� ��� ������������� ��

��� ��������� �������� ��� C �� � ����� ���� � ������ ���� K� ��� ψ : C → P1 �� �

�������� ������ ���� K� ��������� ��� ���

{P ∈ C(K) : ψ(P ) ∈ P1(E)}. �������

��� �������� ����� ��� ��������� �� ���� ��� ����� �� ������ ������� �� �������� ��

���� ���� C �� � ����� �� ����� 1 ����� � ������� �� �������� ������ ��������� �����

���������� ��� �������� �� ���� ��� ���������� �� ��� ��������� �������� ������� �����

�� ��������� ��� ��������� �� ������� �������� �� ��� ����������� ������ ���������

x2 ± y4 = z5 ��� x8 + y3 = z2.

����� �������� ����� ���� ��������� ��� ������� �� ����� ����������� ����������� �����

����� ��� ���� �� ����� �� ���� ���� ��� ����� �� ���� ������� �� ������� �� ��������� ��

���� ������ �� ������ C ���� ����� ������� ���� 1� ��� ���� ���� �� ��� ���������� ���

�� ��� K��������� ������ �� C� ��� �� ��� ������ ������� ������ �� �� ������ ��� ��������

���������� �� ����� ���� ��������

������ ������ ��� J �� ��� �������� �� C� ��� ������ �������� ��������� �� � ��������

L �� J(K) �� ����� ������ ���� � �������� ��� ���������� ������ ��� ������� ��

��



�������� ������� � ������� ����������� ���� ����� 2 ������ ��� ����� ��� ������ ������ ��

��� ���������� ���� ��� ������ �

����� ������� ���������

�� ������� ����� �� ����� �� ������� �� ��� �������� ��� ���������� ��� ��� ��� ����������

��������� �� ��� ������ �������� ��� �� �������� �� ��������� ��� ��� �� �������� ������

�� �� ��������� ������

�� ������� ��� ��� ������� ������� �� �������� �� ��������� ����������� ����� ��

� ������ �������� �� ���������� ���� ������� ���� ������ P0 �� ��� ����� ���� ��� �����

������� ������ �� ��� �������� ψ� �� ψ−ψ(P0) ��� �� ������ �� ���� �� � ������������

��������� �� ��� ������������� �� ����� ������� ���� ���� �� ���� ��������� ����������

���� ��� ���� ����� ψ ���� ��� ������ �� P0� �� ��� ��� �� ��� �������� �� ����� ���

������� �� ����� �������� �� ������ ������ ���� � ��������� ��������� �� Q� ��� �������

�� ����� �������� �� ���� �� �������� ��� ��� ����

����� �� ������� ��� �� ���� ��� ��� ��������� ������������ ����� ��� ���� ��

������� ��� ������� �� ����� �� ���� �������� ���� ��� ������� �� �������� ���������

�� ������� �����

�������� �� ������� ��� �� ���� �� ������� �� � ����� 6 ������������� ����� Υ

������ ���� Q �� ��� ��������

Υ : y2 = (x3 + x2 − 1)Φ11(x),

����� ��� ��Q��������� ������ ������ �� �������� ����� ��� ��������� ����������������

��������� �� ����� ��������� ����� ���������� ��� ����� �� ���� ���� ��� ������ 10

������ ���� Q[t]/ (Φ11(t))� ��� ������� ����� ������ �� �� ��������� �� ��������� ����

������� ��� ��� ������������ ������ �� ��� ���������� �������� ������� �� �������� ����

����� ������ ���������� �� ��� ������������ ����� ���� ���� �������� ���� ��� ������ �� ���������
����� ��������� ���� ���� ���� �� ���������� �������� �� ��� ����������� �� ��� ���������� ���� �� ���
���� ���� �� �������� ����������� �� ���� ������ ������� �� ��������

��



������� �� � ���������� �� ��������� ����� 2 ������ {Ci}4i=1� ������ ���� �� �����������

��������� ������ ���� K� ���� �� ���� ���� ��� ���� �������� ������������ ����� �� ����

��� ��� ��������� ��� ��� ������������ ���� ����� �� ��� ����� ���� �� �������������� ��

��� ���������� �� ���������� �� ���� ���� �� ������������ ����� ����

Υ(Q) = {∞}.

����� �����

�������� ������ ��� K �� � ������ ����� OK ��� ���� �� �������� ��� p � ����� �� K� ��

Ψ �� ��� K�������� ��� ψ ∈ Ψ� �� ���� ������ �� ψp� ��� ����� �� ψ ����� ��� ���������

Ψ→ Ψ⊗K Kp� ����� Kp �� ��� ���������� �� K �� p� �

��������� ������ ��� ��� Q ⊂ K �� � ����� ���� ���������� ��� V �� � ������������

���������� ��������� ������� ������ ���� K ��� ��� p �� � �������� ������ ���������

�� K� ���� ���� Vp ��� ���� ��������� ��� ����� ����� p �� K ���� ���� p | p� ������

��� ������� ���� �� Fp� �� ����� Redp : V (K) → �
p|p V p(Fp) �� �� ��� ��������

������� �� ��� ����� ��������� ���� Redp : V (K)→ V p(Fp)� ���� V �� �� �������

�������� ����� ���� ��� �������� ������������� �� ������� �������

��� ��� C �� � ������������ ���������� ��������� ������ ��� P ∈
�

p|p
Cp(Fp)� �����

Bp(P) = {P ∈ C(K) : Redp(P ) = P}

��� ��� P0 ∈ C(K) ����� ��� p�������� ����� �� P0 �� ��

Bp(P0) = Bp(Redp(P0)).

��� ��� � �������� ψ : C → P1 ������ ���� K� ���� ���� ψ ��� �� ������� �� �� ��

��



������� �� K(C)� ���

H = {P ∈
�

p|p
Cp(Fp) : ψp(Pp) = ψq(Pq) ∈ P1(Fp) ∀p, q | p}

���

H = ψ−1(P1(Q)) ∩ C(K).

�

�������� ��� ��������� ����������� �������

H
ψ ��

Redp

��

P1(Q)

Redp

���
p|p
C(Fp)

�
p|p

ψp

��
�
p|p

P1(Fp)

������� �� ���� � ������ Hsearch ⊆ H� �� �������� Hsearch ���� �� � ������ �� H �����

������� � �������� ������� ��� ��� �� ���� ������� �� �� ������� �������� ����������

���� ����� ����� ��� �� ���� ����

��� ��� ��� P0 ∈ Hsearch �� ���� ���� Bp(P0) ∩ H = {P0} ��� ����� � ����������� ��

��������� ����� ���������� ���

��� ��� ��� P ∈ H \Redp(Hsearch) �� ���� ���� Bp(P) ∩H = ∅ ��� ����� � �����������

�� ��� ������������ �������

��� ��� ��� ��� �������� ����� ���� Hsearch = H�

���� ������� ���� ��� ������� �� ������������� �� ��� ��� Υ(Q) ��� �� ���������

����� Υ ������ ���� Q� �� ��� ��������� ������� � �������� ������� ����������� ��

���� ���� ��������� �� �������� ������� ����� ���� ������� ����������� ������� ���� ������������� ��
� ������� ���� ����� ������ ���� ��� ���� ���� �� ����� ��� ��� ��������� ��� ���� �������� �������� ���
������� �� ����

��



������ � ����� ����������� ����� �� ���� ����� ����� � ����� ��� S� �� ����������� ��������

Dα
φC,α

����
��

��
��

ψD,α

��

φΥ,α

���
��

��
��

�

Cα

ψC,α ����
��

��
��

Υ

ψΥ����
��

��
��

P1

�������

��� ���� α ∈ S� ����� Dα� φΥ,α� ψΥ ��� ψD,α ��� ������ ���� Q ��� Cα� φC,α� ψC,α ���

������ ���� K� �� ���� ��� ����� ������ ������� �� ����

Υ(Q) =
�

α∈S
φΥ,α(Dα(Q)).

�� ���� ����

Dα(Q) ⊆ Dα(K) ⊆ φ−1C,α(Cα(K))

���

Dα(Q) ⊆ ψ−1
D,α(P

1(Q))⇒ Dα(Q) ⊆ φ−1C,α(ψ
−1
C,α(P

1(Q))),

��

Dα(Q) ⊆ φ−1C,α(ψ
−1
C,α(P

1(Q)) ∩ Cα(K)).

�� ��� ���� ������ ��� ����������������������������� ����� �������� �� �������

Dα(Q) ��� ���� α ∈ S ��� ���� ��������� Υ(Q)�

������� ������ ��� Υ �� ��� ����� 6 ������������� ����� ����� ��� �� ���� ������

������ �� ��� ��������

y2 = (x3 + x2 − 1)Φ11(x)

= x13 + 2x12 + 2x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 − x− 1.

����� ������ ��� ������ ����� �� ���� ������� ��� ���������� �� ���� ��� ��� ���� ��������� ��
����� ��� ������ ��� ��� ���� ���������

��



�� ����� �� �������� ���� ���� K = Q[x]/(x2 − x+ 3) = Q(θ)

(x3 + x2 − 1)Φ11(x) = (x3 + x2 − 1)f(x)g(x),

�����

f(x) =x5 + θx4 − x3 + x2 + (θ − 1)x− 1

g(x) =x5 + (−θ + 1)x4 − x3 + x2 − θx− 1.

���� ������������� ���� K �������� ���� � ������� ������� �������� ��� �� ����� �� ��

����� � ���

µ : Υ(Q)→
�
Q∗/Q∗2�×

�
K∗/K∗2� ,

µ(P ) =





�
(x3 + x2 − 1)Q∗2, f(x)K∗2� � �� P = (x, y)

�
(1)Q∗2, (1)K∗2� � �� P =∞

.

��� ����� �� ���� ��� �� ��������� ��

Kernel
�
N

�
∩ (Q(2, S1)×K(2, S2)) ,

����� S1 = Supp(Resultant(x3+x2−1, f(x)g(x))) = {23}� S2 = Supp(Resultant(f(x), (x3+

x2 − 1)g(x))) = {p}� ���� p ��� �� ��� ������ �� OK ����� 23� ���

N :
�
Q∗/Q∗2�×

�
K∗/K∗2� → Q∗/Q∗2

��� ��������� �� ��� ������� �� ���� ����

N : Q×K→ Q,

N (h1, h2) = h1NK/Q(h2).

��



���� ��� ���� ������� α = (α1, α2) �� ��� ����� �� µ� �� ��� ��������� � ����� φΥ,α :

Dα → Υ ������ ��

D(α1,α2) :





y21 = α1(x
3 + x2 − 1)

y22 = α2f(x)

y23 = σ(α2)g(x)

���

φΥ,α(x, y1, y2, y3) = (x, νy1y2y3),

����� σ �� ��� ����������� ������������ �� K ��� ν �� � �������� ������ ����������

ν2α1NK/Q(α2) = 1� ��� Dα�� ��� �������� �� ������� ������ ���� P1� ���� ���� ���

Dα�� ��� �������� ������ ���� Q�� ����� ��� �� ���� ������� �� ��� Dα�� �� ���� �������

����� �� ������� ������ ��� �� ��� ��� ���� �������� ����� �� ���� ��� ���� ���� ���� ��

������ �� ���� �������� ���� ������� �� ����� ������� �� ������� ��� ��� �������� ����

��� ������ ����� ���������� ���� ��� ������� �������� �� Υ ��� �� ����� �� ���� �� ��

��� S = Image(µ) �� ���

Υ(Q) =
�

α∈S
φΥ,α(Dα(Q)).

� ����������� ����� ����

Kernel(N ) ∩ (Q(2, S1)×K(2, S2)) = {(1, 1), (1,−1), (23, 5− θ), (23, θ − 5)} ,
����� �� ������� � ����� �� ��� ���������� ����� �� Dα �� �� ��� ���� (X,Y1, Y2, Y3, Z) ∈

P4(2, 3, 5, 5, 1)� ���� GQ ������ �� Y2 ��� Y3 ��� ���� ��� �� ���� �� ��� ����� �� ��� ������� �����
������ �� K

��



�� �� ���� ���� �� �� ��������� ����� ��� ������

D1 = D(1,1) :





y21 = x3 + x2 − 1

y22 = f(x)

y23 = g(x)

D2 = D(1,−1) :





y21 = x3 + x2 − 1

y22 = −f(x)

y23 = −g(x)

D3 = D(23,5−θ) :





y21 = 23(x3 + x2 − 1)

y22 = (5− θ)f(x)

y23 = (θ + 4)g(x)

D4 = D(23,θ−5) :





y21 = 23(x3 + x2 − 1)

y22 = −(5− θ)f(x)

y23 = −(θ + 4)g(x)

��� ��� ������������� �������� ����

φΥ,i : Di → Υ, φΥ,i(x, y1, y2, y3) =





(x, y1y2y3) ��� i = 1, 2
�
x, 1

23y1y2y3
�

��� i = 3, 4.

����� ������ ���� K� ��� ����� 2 ������

C1 : y2 = f(x) �������

C2 : y2 = −f(x) �������

C3 : y2 = (5− θ)f(x) �������

C4 : y2 = −(5− θ)f(x) �������

��



������������� ��� ��� ����

φC,i : Di → Ci, φC,i(x, y1, y2, y3) = (x, y2).

��� Q��������� ������ �� ��� Di�� ���� Q��������� x����������� �� �� ��� ��� ��� ����

ψΥ : Υ→ P1 ψΥ(x, y) = (x, 1)

ψD,i : Di → P1 ψD,i(x, y1, y2, y3) = (x, 1)

ψC,i : Ci → P1 ψC,i(x, y) = (x, 1)

�� ���� ��� ���� �� �������� ����� ��� �� ����� ������ �� ���� ������� ��� ����

ψ−1
C,i(P

1(Q)) ∩ Ci(K)

��� 1 ≤ i ≤ 4� ����� ��� �������� ��� ��� ������������� �� Υ(Q) �� ������� ������ �

��� ��������

��� K� C� J ��� ψ : C → P1 ���� ����� ����� �������� �� ���� �� ����� P0 ∈ Hsearch ��

� ��������� ��� ��� ��������� ι : C → J � ��� �� �������� ��� ������� ��������� �� ����

������� ��� �� �� �������� ��� ���� P0 ∈ Hsearch� ���� ���� �� ��������� �� �� Hsearch ��

������ ���� ��� ������ ��� ���� D ∈ J(K) ���� deg(D) = 1 �� ����� ��� ��������� ι

��� ������� ��� ������������ ����� ��������� �� ������� ���� �� �� ���� D ��� �� ������

���� ��������� C(K) ��� �� ����� �� �� ����� ����� ������� �������������

�� ��������� ���������� �� ���� ���� ������� �� ��� ��� �� ������������ ����������

�� ��������� ��� ������������� �� ��� �������� ������ Cp(Kp) ��� Jp(Kp)� ��� ���� �����

p �� K� ���� �������� ��� ������� �� ������ ������ �� ��������� �� ������ ������ ��������

�� ���� ������� ��� ������������ �� �� �������������� ����� ����������

��������� ������ ������� P0 ∈ Cp(Kp)� �� ���� � �������� τ p ∈ Kp(Cp) � �����

��



������� ����������� �� Cp �� P0 ����

��� τ p �� � ����������� �� Cp �� P0 ���

���� τ p �� � ����������� �� Cp �� redp(P0)�

�

����� ������ ��� τ p �� � ������������ ����������� �� Cp �� P0 ��� π �� � ������������

������� ��� Kp� ���� ��� ��� ������ �� Bp(P0) → πOp, P �→ τ p(P ) �� � ����������

�� ����������� �� P ∈ Bp(P0) ��� P �= P0 ���� τ p(P ) �= 0�

������ ���� �� � �������� ������� ��� ��� ������� ���� ������� �� �� ���� �������� ��� ���

�����

��� ���� ������ ���� ��������� ����� ��������� ��� ��� ������� �� �� �������

��� ����� ���������� ���� Q� ���� ������� �� � ������ ���� K� �� ���� ��� ������ ��

��������� ���� ���������� �� d = [K : Q]� ����� ��� ������ �� �������� ������� ���

����� ����� ���� ��� ������ ���� Q� ��� ��� ���� �� �������� ������� [K : Q] = d

��� ���� �� ���� � �������� ����� p ���� ���� pOK = p� �� ��� ���� �� ����� ��

�������������� ��� Rp/p ������ ��� ���� ����������� �� ������� ������� ���� ��������� ����

Kp �� ��������� ���� Qp� �������� ��� ��������� ��������

Rp/p(C)
� � Rp/p(ι) ��

Rp/p(ψ
p)

��

Rp/p(J)

P1(Qp)
� � �� Rp/p(P1)

������� �� ������ ��� ������������ �� ��� gd������������ Rp/p(Jp)(Qp) �� ��� d� ������

������ Rp/p(ι)
�
Rp/p(Cp)(Qp)

�
���� ��� ≤ r������������ J(K)cl� �� ���� ���� ��� ������

������� �� ��� ������ ���� ��� 1������������

Rp/p(ι)
�
Rp/p(ψ

p)−1(P1(Qp))
�
,

��



�� ���� gd− 1 ≥ r� ��� ���������� ������� ���� ���� ������������ �� ������

���� ψ �� ������� �� P0� ���� ��� �� ��� ��������� ������ ��� �����������

��������� �� � ������ τ(P )� �� �� ������ ���������� �� �� Qp���������� �� �� ���� �� ���

�� ����� ����� �� ��� ��� Qp��������� ��������� ��� ��������� �� ��� ������� �� ����

��� �� �� ���� ����� �������� ������ p ���� �� ��� ������ �� ��������� ������ ������ ��

����� ���������� �� ������� ������ ������

����� ��������� ����

��� C �� � ������������� ����������� ����� g� ��������� ����� ������ ���� � ������

���� K ��� ψ : C → P1 � �������� �� P1 ����� �� ���� ������ ���� K� �������

P0 ∈ H = ψ−1 �P1(Q)
�
∩C(K)� ������� ������� ���� ψ �� ��������� �� P0� �� ψ(P0) =∞

������� ψ �� 1/ψ� ��� �� � �������� ����� p ���� �����

���� p ���� ��� ������ �� K� ���� pOK = p1 . . . pm ���� ��� pi �������� ����� �������

���� Cpi = C ×K Kpi ��� ���� ��������� ��� 1 ≤ i ≤ m�

���� ��� ������� ����� redpi(P0) �� ��� � ����������� ����� �� ��� ������� ��� ψpi ���

1 ≤ i ≤ m�

�� ��� �� ��� � ��������� ���� ���� ��������� ���� Bp(P0) ∩H = {P0}�

��� p ∈ {p1, . . . , pm}� ��� C �� � ������ ������� ������� ����� ��� C ���� OKp �

��� τ := ψ−ψ(P0) ∈ K(C) �� � ����������� ��� C �� P0� �� ����� ���� ��� ����� τ p ��

� ������������ ����������� ��� ��� ������� ���� Cgen = Cp �� P0 ��� τ p �� � �����������

��� ��� ������� ���� Csp = Cp �� redp(P0)� ��� P ∈ Bp(P0)∩H� �� ����� �� ����� �� �����

�� �������� �� ���� �� � ����� ωp
1, . . . , ω

p
g ��� ��� OKp������� H0(C,Ω1) �� �����������

1������ �� C ��� ���� � ����� ����� ��������� L = �D1, . . . , Dr�� �� ��� ������������

����� J(K)� ���� ���� [J(K) : L] = N � ����

N · ι(P ) = N [P − P0] = n1D1 + . . .+ nrDr �������

��



�� J(K)� ��� ���� n1, . . . , nr ∈ Z�

���� ����

tp := τ p(P ) = ψp(P )− ψp(P0) = (ψ(P )− ψ(P0))
p = ψ(P )− ψ(P0) ∈ Q

��� ����� p | p� ��

tp1 = . . . = tpm =: t,

��� ����� ordpc(t
pc) ≥ 1 ��� 1 ≤ c ≤ m �� ���� ���� ordp(t) ≥ 1� �� ����� ������ t ∈ pZp�

��� p | p ��� ω ∈ H0(C,Ω1) �� � ����������� 1������ �� ���� ����� ��� ������

Ap,ω ∈Mdp,r(Qp) ��� ��� ������ ������ ap,ω ∈ Zdp
p � ����� dp = [Kp : Qp]� �� ��������

����� ������� ��� ����� ������ �������� �� ��� ��� ��������� �������� �� Kp

α1n1 + . . .+ αrnr = αt+ βt2, �������

����� αq =
� Dq

0 ω ��� 1 ≤ q ≤ r� ��� �� �������� ����� θ1, . . . , θdp ��� OKp ���� Zp� ��

��� ����� αq = a1,qθ1+ . . .+ adp,qθdp � α = a1θ1+ . . .+ adpθdp ��� β = b1θ1+ . . .+ bdpθdp

��� ������ ���������� �� ��� ��� ��������� ������ �� ��������� �� Qp

a1,1(n1/N) + . . .+ a1,r(nr/N) = a1t+ b1t
2

��� =
���

adp,1(n1/N) + . . .+ adp,r(nr/N) = adpt+ bdpt
2.

����� Ap,ω = (ac,q)1≤c≤dp,1≤q≤r ��� ap,ω �� �� ��� ������ ������ (a1, . . . , adp) ∈ Zdp
p �

��� ����� ��� ������ Ap ∈Mgdp,r(Qp) ��� ��� ������ ������ ap ∈ Zgdp
p ��

Ap =




Ap,ωp
1

���

Ap,ωp
g




��� ap =




ap,ωp
1

���

ap,ωp
g



.

��



������� ����� ��� ������ A ∈Mdg,r(Qp) ��� ��� ������ ������ a ∈ Zgd
p ��

A =




Ap1

���

Apm




��� a =




ap1
���

apm



.

�� ��� ����

An = ta+ t2b,

����� n = (n1/N, . . . , nr/N) ∈ Qr ��� b ∈ Zgd
p � ��� h �� ��� �������� ������� ���� ����

phA ��� ������� �� Zp ��� U �� � (gd− r)× (gd) ������ ���� ������� �� Zp ���� ����

U · (phA) ≡ 0

������ p� ������ �� Mp(P0) ��� ��� ���������� ���� ��� ������ ������ U · a �� Zgd−r
p �

��� ������ ��� ������� ��� ��� Mp(P0) ���� ���� �������� � ������ ������� ���� ������

�������� ���� �� ������� ��� �� ���� ���� ��� ���� �� ψ ����� ������� �� P0 �� �������

������

������� ������ �� phA ��� ���� ���� ��� ��� ������ E ∈ Mp(P0) �������� E �≡ 0

������ p� ���� Bp(P0) ∩H = {P0}�

������ ��� P ∈ Bp(P0) ���� P �= P0 ��� ψ(P ) ∈ P1(Q)� ����� ��� ���� ���� ψ − ψ(P0)

�� � ����� ����������� �� ��� ����

s = ordp(t)

�� ������ �� ���� � ������ U ���� ���� U · (phA) = 0 ������ p� ��� ����� phA ��� ����

����� �� ��� ��� �������� ����� �� ���� U �� � ������ Û ���� ���� U ≡ Û ��� Û ·A = 0

��



���� ����� �������� �� ���� ����

0 = Û ·A · n = tÛ · a+ t2Û · b.

��� ������ �� ps ��� ������ ������ p �� ���

0 ≡ vÛ · a ≡ vU · a ≡ vE mod p,

��� ���� �� � ������������� ����� ���� v = (t/ps) ��� E ��� ���������

����� ������� ����

������� �� ���� P0 ∈ Hsearch ���� ���� ψ ������� �� P0� ����� eψ(P0) = e ��� ���

����������� ����� �� ψ �� P0� ���� e ≥ 2� ����� ��� ������� �����������

��������� pOK = p1 . . . pd� �� ����� ����� p ������ ���������� ���� �������� ������ �� OK�

��� gcd(p, e) = 1�

��������� pOK = p� �� ����� ����� p �� ����� �� OK�

������� eψp (redp(P0)) = e ��� ����� ����� p | p

�� [K : Q] = 2 ���� ������ �� ��� �������� ����� p ���� �������� ������ ��������������

��� ������� �� �������������� ��� �������� ��������� ������ p ���� ���� �� ��������

�������������� ��� ��������

����������� ������ ��� p �� � ����� �� K� ��� P0 ∈ Cp(Kp)� ��� �������� τ ∈ Kp[Cp]P0

����� �������� �� P0� ��� ���� ������ p �� � ����������� τ �� redp(P0) ��� Cp� �� �

����������� �� P0 ��� Cp� �� ζ ∈ Kp[Cp]P0 �������� �� P0� ���� ����� ������ η ∈ Kp[Cp]P0

���� ���� ζ = τη� ��� ����� ������������

ζ(τ) =

∞�

i=0

ρiτ
i

��



�������� ρi ∈ OKp� ��� P ∈ Cp(Kp) ���� redp(P ) = redp(P0)� ����

ζ(P ) =
∞�

i=0

ρiτ(P )
i.

������ ���� �� ����������� � �� ����� ���� ��� �������� ������� �� ��� �����

����� ������ ������� p �� � ����� ��� K� �� ���� ��������� ��� C� ��� τ �� � �����

������� ����������� ��� Cp �� � ����� P0 ∈ Cp(Kp) ��� ψp ∈ Kp(Cp) �� � ��������

�������� ���� ���� eψp(redp(P0)) = eψp(P0) = e� ���

υτ e +
∞�

i=1

ρiτ
e+i

�� ��� ����������� ��������� ������ P0 �� ψp−ψp(P0) ���� ������� �� τ � ���� υ ∈ O∗
Kp

��� ρi ∈ OKp ��� ����� i�

������ �� ��� ��� ����������� ����� �� ���� ����� ����� ��� ������������ ��� ��� �����

������ �� ��� ��������� ��� �� OKp � ��� ���� ���� ��� ���� e− 1 ���������� ��� ���� ���

���� υ ∈ O∗
Kp

�� ������� ��� �� ��� ����������� ����� �� ψp �� P0�

p ������

��� �� ���� �������� ��� ���� ����� K �� � ������ ���� �� ������ d > 1 ���� Q ���� ����

�� �������� OK ��� ���� p �� �� ��� �������� ����� ���� ������ ���������� ���� ��������

������ ���� K� ������������ pOK = p1 . . . pd ���� ���� pc� 1 ≤ c ≤ d� � ����� �� OK

�� ���� ����� �� p� �� �������� ��� �������� ��� Kc ������ ��� ���������� �� K ����

������� �� pc ��� Oc �� ��� ���� �� �������� �� Kc� ���� ��� Cc �� � �������� ������� ���

������ ����� ��� Cc = C ×K Kc ���� Oc�

����� ������ ������� ���� P0 ∈ H ��� eψ(P0) = e ≥ 2 ��� ��� p �� � ����� ����������

�������������� ��� �������� ��� τc �� � ������������ ����������� �� Cc �� P0 ��� ������

��



��

υcT
e
c +

∞�

i=1

ρc,iT
e+i
c ∈ Kc[[Tc]] = Qp[[Tc]]

��� ������ ����������� ��������� �� ψpc − ψ(P0) �� ����� �� τc� ������� ����� ������

P ∈ (Bp(P0) ∩H) \ {P0}� ���� ��� ����� c ∈ {2, . . . , d}� υ1T e
1 − υcT e

c ∈ Zp[T1, Tc] ��� �

������ ������ T1 − γ̂cTc ����������

t1 − γ̂ctc ≡ 0 mod p2s,

����� tc := τc(P ) ��� 1 ≤ c ≤ d ��� s = ordp(t1) = ordp(tc) ≥ 1�

������ �� ������������ P �� ��� ����������� ��������� �� ψpc − ψ(P0) �� ��� ��� d

���������

ψ(P )pc − ψ(P0) = υct
e
c + ρct

e+1
c .

���� ���� υc ∈ Z∗
p ��� ρc ∈ Zp� �� ����� ������ ����� p �������� �������� �����

ψ(P ) ∈ Q �� ���� ����

ψ(P )p1 = . . . = ψ(P )pd = ψ(P ) ∈ Q.

�� ���������� �� ���� ����

ordp (t1) = . . . = ordp (td) ,

����� υc ∈ Z∗
p ��� ����� c ∈ {1, . . . , d}� ��� �� ������ ���� �������� ������� �� s� �� ����

��� ��������� d− 1 �����������

υ1t
e
1 − υct

e
c ≡ 0 mod ps(e+1),

��



��� c ∈ {2, . . . , d}� �� ������� γc =
t1
tc

�� ���� ���� γc �� � �������� ��

υ1X
e − υc ≡ 0 mod ps.

����� ��� ���������� �� ���� ���������� �� ����� �� eυ1Xe−1 ��� e� υ1 ��� γc ��� �����

������ p �� ��� ��� �������� ����� �� ���� γc �� � �������� γ̂c ∈ Z∗
p� �� ���� ���� ����

(X − γ̂c) | (υ1Xe − υc) ��� (T1 − γ̂cTc) | (υ1T e
1 − υcT

e
c ).

����������� �� ���� ����

γc ≡ γ̂c mod ps,

����� ������� ����

t1 − γ̂ctc ≡ 0 mod p2s.

��� P0, e, p, t1, . . . , td, υ1, . . . , υd �� �� �� ��� ��������� �� ����� ����� ������

������� ���� (X − γ̂
(1)
c ), . . . , (X − γ̂

(lc)
c ) ��� ��� ��� ������ ������� �� υ1Xe − υc ��� c ∈

{2, . . . , d}� ����� ��� �������� E(i2,...,id) ∈Md−1,d(Zp) ��

E(i2,...,id) =




1 −γ̂(i2)2 . . . 0

���
���

���
���

1 0 . . . −γ̂(id)d




��� ic ∈ {1, . . . , lc}�

��� {ωc
f}1≤f≤g �� � ����� �� H0(Cc,Ω1) ��� 1 ≤ c ≤ d ��� ��� L = �D1, . . . , Dr�

�� � �������� �� J(K) �� ����� N ∈ Z>0� ��� �� � c ∈ {1, . . . , d}� ����� Ac �� �� ���

g × r ������ ���� ������� �� Qp ������ �� Ac = (af,q)1≤f≤g,1≤q≤r �����

af,q =

� Dq

0
ωc
f

��



��� �� ac ��� g × d ������ ���� ���� ������� ���������� ����� ���� ��� c��� ������

����� ���� ������� �� ��� ������ (a1, . . . , ag) ����� af �� ��� ��������� �� ��� ������ ����

�� ��� �������� ����������� ��������� ��

� [P−P0]

0
ωc
f

�� ����� �� τc ���� ������������ ����������� �� Cc �� P0�� ��� ��� A �� ��� dg×r ������

A =




A1

���

Ad




���� ������� �� Qp ��� a �� ��� gd× d ������

a =




a1
���

ad




���� ������� �� Zp� ��� h �� ��� �������� ������������ ������� ���� ���� phA ��� �������

�� Zp ��� U ∈Mdg−r,dg(Zp) �� � ������ ���� ����

U · (phA) ≡ 0 mod p.

�� ������ �� E0 ∈Mdg−r,d(Zp) ��� ������ U · a� ������� ����� ��� ���

Mp(P0) =





∅ �� υ1Xe − υc ��� �� ������

������� ��� ���� c ∈ {2, . . . , d},






E0

E(i2,...,id)


 : 1 ≤ ic ≤ lc





����������

.

��



������� ������ ������� P0 ∈ H ��� p �� � �������� ����� ���������� ��������������

��� �������� �� phA ��� ���� ���� ��� ��� ���������� E ��� ����� ������� E ∈Mp(P0)

���� ���� ������ ���� d ���� Fp� �� �� Mp(P0) = ∅� ���� Bp(P0) ∩H = {P0}�

������ ��� P ∈ (Bp(P0) ∩H) \ {P0}� ����� P �= P0 ����� ����� �������� n1, . . . , nr� ���

��� ����� ���� ����

N [P − P0] = n1D1 + . . .+ nrDr

�� J(K)� ��� τc �� � ������������ ����������� ��� Cc �� P0� ��� c ∈ {1, . . . , d}� ���

(n1/N)

� D1

0
ωc
f + . . .+ (nr/N)

� Dr

0
ωc
f =

� [P−P0]

0
ωc
f = α(f)c tc + β(f)c t2c

��� q ∈ {1, . . . , r}� ������� ���� �� ����� �� �������� �� ���

A · n = a · t+ b · t�,

����� t ��� t� ��� ��� ������ ������� (t1, . . . , td) ���
�
t21, . . . , t

2
d

�
������������� �� �� ���

��������� ����� �� ���� � ������ U ���� ���� U · (phA) ≡ 0 ������ p� ��� ����� phA

��� ���� ����� �� ��� ��� �������� ����� �� ���� U �� � ������ Û ���� ���� U ≡ Û ���

Û ·A = 0� �� �� ���� ����

0 = Û · a · t+ Û · b · t�.

�������� �� ps� �������� ������ p ��� �������� (1/ps)t �� v �� ��� ����

0 ≡ Û · a · v ≡ E0 · v mod p, �������

����� s ≥ 1�

���� �� ��� ����� ψ(P ) − ψ(P0) �� � ����������� �� tc ��� ����� c� ����� ���

����������� ����� �� ψpc �� P0 �� e �� �������� ����� ����������� ���� ��� ����� ���� ���

��



e��� ����� ����� ����� ���������� �� ��� ��� d ����������

ψ(P )− ψ(P0) = υct
e
c + ρct

e+1
c .

�� ����� ����� �� ���� ���� ����� ����� ic ∈ {1, . . . , lc} ��� ���� c ∈ {2, . . . , d} ����

����

t1 − γ̂(ic)c tc ≡ 0 mod p2s,

����� s = ordp(t1) = . . . = ordp(td)� ����� s ≥ 1 �� ��� ����

t1 − γ̂(ic)c tc ≡ 0 mod ps+1.

���� ��� �� ���������� ��

0 ≡ E(i2,...,id)t mod ps+1.

�������� �� ps ��� �������� ������ p �� ������ ����

0 ≡ E(i1,...,id)v mod p. �������

��������� ������� ��� ������� ��� �������� ����� ���� ����� ������ E ∈Mp(P0) ����

0 ≡ Ev mod p.

��� ���� �� � ������������� ����� rankFp(E) = d ��� v �≡ 0 mod p�

p �����

��� �� �� ������ ���� K �� � ��������� ��������� �� Q ��� ��������� ������� ���� ���

�� ��� ���� ��� �� ��� �������� ����� p ����� �� ����� �� K� ���� ����� ����� ������

�� ��������� ����� � ����� ����� ���������� ��� ���������� �������������� ��� ��������

����� �� ��� ��� ��� ������������� ��������� �� ��� ��������� ������� �� ������ �� p

��



��� ������ ����� ����� p� ����� ��� ���� p2� �� Kp ��� ���������� �� K ���� �������

�� p ��� �� Op ��� ���� �� �������� �� Kp� ��� C �� � �������� ������� ��� ������ �����

��� Cp = C ×K Kp ���� Op�

����� ������ ������� ���� [K : Q] = 2� P0 ∈ H ��� p �� � �������� ����� ���� ��������

�������������� ��� �������� ��� τ �� � ������������ ����������� �� Cp �� P0 ��� ������

��

υT e +
∞�

i=1

ρiT
e+i ∈ Kp[[T ]]

��� ������ ��������� �� ψp − ψ(P0) �� ����� �� τ � �����

(v1θ1 + v2θ2)(T1θ1 + T2θ2)
e =W1(T1, T2)θ1 +W2(T1, T2)θ2,

����� v1� v2� T1 ��� T2 ��� ������ �� υ = v1θ1 + v2θ2 ��� T = T1θ1 + T2θ2� ���

W1,W2 ∈ Zp[T1, T2] ��� ����� �� ������ e� ������� ������� ���� ordp(Δ) = 0� ����� Δ ��

��� ������������ �� W2� ���� �� ����� ������ P ∈ (Bp(P0) ∩H) \ {P0}� W2 ��� � ������

������ g1T1 − g2T2 ����������

g1t1 − g2t2 ≡ 0 mod p2s,

����� t1, t2 ��� ������ �� τ(P ) = t1θ1 + t2θ2 ��� 1 ≤ s = min (ordp(t1), ordp(t2)) <∞�

������ �� ������������ P �� ��� ����������� ��������� �� ψp − ψ(P0) �� ���

ψp(P )− ψ(P0) = (W1(t1, t2)θ1 +W2(t1, t2)θ2) +

(W3(t1, t2)θ1 +W4(t1, t2)θ2) ,

����� W3,W4 ∈ Zp[[t1, t2]] ��� ����������� ����� ������ ��� ������������ �� ������� ����

e� ���� ���� �� ���� ��� ���� ���� ρi ∈ Op ��� ����� i ���� ����� ������� ����� ψ(P ) ∈ Q�

�� ���� ����

W2(t1, t2) = −W4(t1, t2).

��



����������� ����� P �= P0 ������ t1 �= 0 �� t2 �= 0� �� s := min (ordp(t1), ordp(t2)) ��

������ ��������� ���� ���� ��� ���� ���� ordp(τ(P )) ≥ 1 �� ��� ��� ���� s �� �������� �

�������� �������� �� ���� ����

W2(t1, t2) ≡ 0 mod ps(e+1).

�� �������� ����� ������ ordp(Δ) = 0� �� ���� ���� ����� ����� g1, g2 ∈ Zp ���� ����

(g1T1 − g2T2) |W2(T1, T2)

���

g1t1 − g2t2 ≡ 0 mod p2s.

��� K, P0, e, p, t1, t2,W2 �� �� �� ��� ��������� �� ����� ����� ������ �������

���� (g(1)1 T1− g(1)2 T2), . . . , (g
(l)
1 T1− g(l)2 T2) ��� ��� ��� ������ ������� �� W2(T1, T2)� �����

��� l �������� E(i) ∈M1,2(Zp) ��

E(i) =

�
g
(i)
1 −g(i)2

�

��� i ∈ {1, . . . , l}�

��� {ωf}1≤f≤g �� � ����� �� H0(C,Ω1)� {θ1, θ2} �� �� �������� ����� �� Op ���� Zp�

��� L = �D1, . . . , Dr� �� � �������� �� J(K) �� �����N ∈ Z>0� ����� {A(1), . . . , A(g)} ⊆

M2,r(Qp) �� �� ��� �������� ����� ������� ��� ������ ��

A
(f)
1,q θ1 +A

(f)
2,q θ2 =

� Dq

0
ωf ,

��� ��� f ∈ {1, . . . , g} ����� a(f) ∈M2,2(Zp) �� �� ��� ������ ������������ �� �����������

α(f)� ��� ��������� �� ��� ������ ���� �� ��� �������� ����������� ��������� ��
� [P−P0]
0 ωf

��



�� ����� �� ��� ����������� τ �� Cp �� P0� ��� ��� A �� ��� 2g × r ������

A =




A(1)

���

A(g)




���� ������� �� Qp ��� a �� ��� 2g × 2 ������

a =




a(1)

���

a(g)




���� ������� �� Zp� ��� h �� ��� �������� ������� ���� ���� phA ��� ������� �� Zp� �����

��� U ∈M2g−r,2g(Zp) �� � ������ ���� ����

U · (phA) ≡ 0 mod p.

�� ������ �� E0 ∈M2g−r,2(Zp) ��� ������ U · a� ������� ����� ��� ���

Mp(P0) =





∅ , �� W2(T1, T2) ��� �� ������ ��������






E0

E(i)


 : 1 ≤ i ≤ l





� ����������
.

������� ������ ������� [K : Q] = 2� P0 ∈ H ��� p �� � �������� ����� ����������

���������������������� ��� ���� W2,Δ ��� ������ �� �� ��� ��������� �� ����� �����

���� ordp (Δ) = 0� ���� �� phA ��� ���� ���� ��� rankFp(E) = 2 ��� ����� E ∈Mp(P0)

�� �� Mp(P0) = ∅� �� ���� ���� Bp(P0) ∩H = {P0}�

������ ��� P ∈ (Bp(P0) ∩H) \ {P0}� ����� P �= P0 ����� ����� �������� n1, . . . , nr� ���

��� ����� ���� ����

N [P − P0] = n1D1 + . . .+ nrDr

��



�� J(K)� ��� τ �� � ������������ ����������� ��� Cp �� P0� ���

(n1/N)

� D1

0
ωf + . . .+ (nr/N)

� Dr

0
ωf =

� [P−P0]

0
ωf = α(f)τ(P ) + β(f)τ(P )2

��� q ∈ {1, . . . , r}� ������� ���� �� ����� �� �������� �� ���

A · n = a · t+ b · t�,

����� t ��� t� ��� ��� ������ ������� t = (t1, t2) ��� t� = (t�1, t
�
2) ���� t

�
1, t

�
2 ������ ��

τ(P )2 = t�1θ1 + t�2θ2� �� �� ����� ������ ��� �������� ����� ��� ����� �� ��� ���� U ��

� ������ Û ���� ���� U ≡ Û ��� Û ·A = 0� ��

0 = Û · a · t+ Û · b · t�.

�������� �� ps� �������� ������ p ��� �������� (1/ps)t �� v� �� ��� ����

0 ≡ Û · a · v ≡ E0 · v mod p, �������

����� s ≥ 1�

����� �� ��� ����� ψp(P )−ψp(P0) �� � ����������� �� τ(P )� ����� ��� �����������

����� �� ψp �� P0 �� e �� �������� ���� ����������� ���� ����� ���� ��� e��� ����� ��

����� ����� �� ���� ���� ����� ������ i ∈ {1, . . . , l} ���� ����

g
(i)
1 t1 − g

(i)
2 t2 ≡ 0 mod p2s,

����� s = min (ordp(t1), ordp(t2))� ����� s ≥ 1 �� ��� ����

g
(i)
1 t1 − g

(i)
2 t2 ≡ 0 mod ps+1.

��



���� ��� �� ���������� ��

0 ≡ E(i) · t mod ps+1.

�������� �� ps ��� �������� ������ p �� ������ ����

0 ≡ E(i) · v mod p. �������

��������� ������� ��� ������� ��� �������� ����� ���� ����� ������ E ∈Mp(P0) ����

0 ≡ E · v mod p.

��� ���� �� � ������������� ����� rankFp(E) = 2 ��� v �≡ 0 mod p�

����� �������� ��������

������� ������� ��� K �� ��� ������ ���� ������ �� Q[x]/(x2 − x+ 3)� ��� ������

�� θ ��� ������������� ����� �� x �� ��� ��������� �������� ��� ���� ����� ��� �� ����

����� 2 ������ C1� C2 ��� C3 ������ �� ������� ����� �� ��� ���������

C1 : y2 = x5 + θx4 − x3 + x2 + (θ − 1)x− 1 �������

C2 : y2 = −x5 − θx4 + x3 − x2 − (θ − 1)x+ 1 �������

C3 : y2 = (−θ + 5)x5 + (4θ + 3)x4 + (θ − 5)x3 + (−θ + 5)x2 + (5θ − 2)x+ θ − 5

�������

��� ��� �x������������ ���� ψC,1, ψC,2, ψC,3 ���� ��� ���������� ������ �� ����� ������

������ ������ ���� �� ������� �� (X,Y, Z) ∈ P2(2, 5, 1)� �� ��� ���������� ����

ψC,i : Ci → P1, ψC,i (X,Y, Z) =
�
X,Z2

�
.

��



������ Ci(K) ∩ ψ−1
C,i

�
P1(Q)

�
�� Hi ��� 1 ≤ i ≤ 3� ���

Hsearch
1 := {(−1,−1, 1), (−1, 1, 1), (1, 1, 0)} ⊆ H1

Hsearch
2 := {(0, 1, 1), (0,−1, 1), (−1, 1, 0)} ⊆ H2

Hsearch
3 := {(1,

√
5− θ, 0)} ⊆ H3.

��������

����� ��������� ��� K��������� ������ �� C1� C2 ��� C3 �� ������� ���� �������� Hsearch
1 =

H1, H
search
2 = H2 ��� Hsearch

3 = H3� ��� ���� ���� ������� ������� ���� �� ����� ����

����� ������ ����� ��� ����� �������� ���� ��� �������� ����������� ��������� �����

����� ���� ��������� �� ��� ��������� �������

�� ����� ��� �� ������� ���� ��� ���� �� ��� ������������ ����� �� ��� ��������

������� �� C1 �� ����� �� 3 > d(g − 1) = 2� ������ �� ���������� �� ��� ��� ���������

������ �� ��������� �������� �� ������� ����� �������� ���� r ≤ d(g − 1)� ��� ���

������� ����� ��� �������� �� ���������� �� ����� ����� ��� ���� r �� J(K) ��������

r ≤ dg − 1.

�� ����� ��� �� ���� ��� ������ A ���� ������� �� Qp ��� � ������������� ������

U ���� ������� �� Zp� ���� ���� U · (phA) ≡ 0 mod p�

C rankF2

�
Sel(2)(J/K)

� ���� ����
����������� ��������

��� ������� ���������������
rank (J(K))

C1 3
(x2 − x+ 1,−x+ 1)
(x2 + (θ − 1)x− 1, (θ − 1)x− 1)
(x2 + (−θ − 1)x− θ + 2, (3θ − 1)x+ θ − 4)

3

C2 1 (x2 − x− θ, (θ − 2)x− 2) 1

C3 1 (x2 + (2θ − 1)x+ θ − 3, (−4θ − 3)x− 5θ + 2) 1

����� ���� ��� ������������ ���� ��� C1� C2 ��� C3�

����� �������� ������ ����� ��� ��� ���� �� ������ ���� ��� ��� ��� �� ������

��� ����������

��



p A U

C1 ��




70 82 51
70 61 86
55 3 58
29 38 28


× 89 +O(892)

�
6 2 −6 −11

�

C2 23




−6
−11
−11
−11


× 23 +O(232)




1 0 11 1
−11 0 6 0
0 1 −1 0




C3 71




58
60
47
48


× 71 +O(712)




1 0 −13 13
0 1 −11 11
0 0 23 −24




����� ���� ��� ������ �������� ��� C1, C2 ��� C3�

��� B89(P0) ∩H1 = {P0} ��� ����� P0 ∈ Hsearch
1

��� B23(P0) ∩H2 = {P0} ��� ����� P0 ∈ Hsearch
2

��� B71(P0) ∩H3 = {P0} ��� ����� P0 ∈ Hsearch
3

�

��� ������������ �����

��� ���� ������ ��� ������������ ����� ��� ��������� �� ������� ������ ���� �� �������

�� �������� �������� ���� ������� �� ��� �������� �� ��� ������������ �� ��� ����������

�� ��������� ������� ������� Bp(P)� ��� P ∈ H ⊆
�

p|p
Cp(Fp)� ���� ���� ����� ������������

���� ��� ��� Hsearch� �� ������� ���� ���� �������� ���� ����� ������������ ���� ��� ���

H� �� ������ ��� ����� p ��������� �� ��� �������� ������� �� p0 ��� �� ��� �� �� ���

���� ����� �� � ����� �������� �� ������ {p0, . . . , pb}� ������� ����� �� ��� �� ��������

����� ��� ��� �������� �� ��� ����������� ����� �� ������ � ��� �� ��� �������� �� �����

������� ������������ �������� ����� ���� �� �� ������� ������� �� ����� ��� ������ ��

���������� ����� �� ������������ �� ��� ����� �� ��� ���� �� �������� ������ �� ��� ��������

��



P0 τ a {Ej2} Mp(P0)

(1, 1,−1)
���������

x+ 1




1
−1
1
−1


+O(89) ���

�
9

�
+O(89)

(1,−1,−1)
���������

x+ 1




−1
1
−1
1


+O(89) ���

�
−9

�
+O(89)

(1, 1, 0)
�������

(θ−1)x2

2y




0 0
41 0
0 0
0 79


+O(89)

�
1 41

�
+O(89),�

1 −41
�
+O(89)

�
82 21
1 41

�
+O(89),

�
82 21
1 −41

�
+O(89)

����� ���� �������� ���� ��� C1

��������� ���� ��� ������� ������ ���� ������� ������� �� ����� ������ ��������� ����� ���

������ �� ������ �������������� �� �������� ����������

H ⊆ C(K)

Redpi

��

Redpi

��

ι �� J(K)

Redpi

��
Hi ⊆

�
p|pi

Cp (Fp)
ι �� �

p|pi
Jp (Fp)

�������

������� ������ ��� L = �D1, . . . , Dr� < J(K) �� � �������� �� ��� ������������ �����

�� ����� ����� ����� �� N ��� p0, p1, . . . , pb �� �������� ������ ����������

��� pi ���� ��� ������ �� OK ��� 0 ≤ i ≤ b�

���� Cp ��� ���� ��������� ��� ����� ����� p | pi� ��� 0 ≤ i ≤ b�

����� #
�
p|pi

Jp(Fp) �� ������� ���� N ��� 0 ≤ i ≤ b�

���

Hi =



P ∈

�

p|pi
Cp(Fp) : ψp(Pp) = ψq(Pq) ∈ P1(Fpi) ∀p, q | pi



 .

��



P0 τ a {Ej2} Mp(P0)

(0,−1, 1)
���������

x




−1
0
−1
0


+O(23) ���




11
5
1


+O(23)

(0, 1, 1)
���������

x




1
0
1
0


+O(23) ���




−11
−5
−1


+O(23)

(−1, 1, 0)
�������

− θ+2
6

x2

y




0 0
17 0
0 0
0 5


+O(23)

�
1 3

�
+O(23),�

1 −3
�
+O(23)




0 5
0 0
−6 0
1 3


+O(23),




0 5
0 0
−6 0
1 −3


+O(23)

����� ���� �������� ���� ��� C2

P0 τ a {Ej2} Mp(P0)

(1,
√
5− θ, 0)

�������
2(5−θ)x2

y




0 0
56 0
0 0
0 64


+O(71) ∅ ∅

����� ���� �������� ���� ��� C3

��� L0 := L ∩ Kernel (Redp0) ��� ����� ����������� Li := Li−1 ∩ Kernel (Redpi) ���

1 ≤ i ≤ b� ���� ��� ����� P ∈ H0 ����� W0,P = {l ∈ L/L0 : Redp0(w) = ι(P)} ���

���� ����������� Wi,P := {w + l : w ∈ Wi−1,P , l ∈ Li−1/Li,Redpi(w + l) ∈ ι (Hi)} ���

1 ≤ i ≤ b� ���� �� Wb,P = ∅ �� ���� ���� Bp0(P) ∩H = ∅�

������ ������� ����� ������ ���� ����� P �� Bp0(P) ∩ H� ���� N · ι(P ) = n1D1 +

. . . + nrDr ��� ���� n1, . . . , nr ∈ Z� ����� ��������� (iii) ����� ��� p0 �� ���� ����

Redp0 (ι(P )) ∈ Redp0 (L) ��� ���� Redp0 (ι(P )) = ι(P) �� ������������� �� �������

�������� �� ����� ����� �� ��� ��� w0,P ∈ L/L0 ���� ���� Redp0 (w0,P ) = Redp0 (ι(P ))�

�� ���������� w0,P ∈W0,P � ��� ������� ���� ��� i = 0, . . . , i−1 �� ���� wi−1,P ∈Wi−1,P

��



���� ���� Redpi−1 (wi−1,P ) = Redpi−1 (ι(P ))� �� ��� ����

ι(P )− wi−1,P ∈
i−1�

j=0

Kernel
�
Redpj

�
.

�� �� �������� �� ��� ����� N �� ����

N (ι(P )− wi−1,P ) ∈ L ∩




i−1�

j=0

Kernel
�
Redpj

�

 = Li−1

��� �� �� ������ ���� ����� ������ pi �� ���

N Redpi (ι(P )− wi−1,P ) ∈ Redpi (Li−1) .

��� ����� N �� ������� ���� #Redpi (Li−1) �� (iii) ���� ������� ����

Redpi (ι(P )− wi−1,P ) ∈ Redpi (Li−1) .

�� ����� ������ l ∈ Li−1/Li ���� ���� Redpi(l) = Redpi (ι(P )− wi−1,P )� ��� �� ��� ���

����� �� ������� �� Wi,P ��

wi,P := wi−1,P + l ∈Wi,P .

�� ���������� Wb,P �� ����������

������� ������ ��� C1, C2 ��� C3 �� ��� ������ ������ �� ������� ����� �� ���

��������� ��������������� ��� �������� ����

��� B89(P) ∩ H1 = ∅ ��� ����� P ∈ �
p|89

C1,p(Fp) \ Red89
�
Hsearch
1

�
� ���� ��� �����

����� ������ {p0, p1, p2, p3 = pb} = {89, 673, 859, 131} ��� ����� ������� ����� �����

�������� ���� ���������� (i), (ii) ��� (iii) ���� �������� ��� ���� �� ����� �������

��� B23(P)∩H2 = ∅ ��� ����� P ∈ �
p|23

C2,p(Fp) \Red23
�
Hsearch
2

�
� ��� ������ ���� ����

��



���� {23, 43}�

��� B71(P)∩H3 = ∅ ��� ����� P ∈ �
p|71

C3,p(Fp) \Red71
�
Hsearch
3

�
� ��� ������ ���� ����

{71, 131}�

�

����� ������ ��� C1, C2 ��� C3 �� ��� ������ ������ �� ��������� �������� ������� ���

������� ������������ ��� ��� ψC,i ��� 1 ≤ i ≤ 3 �� ��� ������������� �x������������ ����

���� ��� ������ �� ��� ���������� ����� �� ���� ���� Hi = ψ−1
C,i

�
P1(Q)

�
∩Ci(K) = Hsearch

i

��� 1 ≤ i ≤ 3� ����� ��� Hsearch
i ��� �� �� ���������

������ ���� ���� ���� ��� ������������� ����� �� �������� ������ ��� ����� �������� ����

��� �������� �������

��� ������������ �� ����������� ��������

�� ���� ������� �� �������� �� ������� �� � ����� Υ ������ ���� Q ����� ��� �� ��������

������ �� �������� ����� ��� ������� ��������� �� ��� �������� ��������� ���� ������

������ ��� ��� �� ��� �������� ���������� �������������������� ��� ���� ��� �� ����������� ��

������������� �������������� ����� ��� ������� �� ���� ������� ������ ����������� �����

���������� ������ �� ���� �������� ���� ������� �� ������ ���� ��� ��� �������������� ���

������� ���� ������� ������������� ������� ����� ����� ���� ��������� �� ������������

���� ����� ������ �� ���� � ����������� ����������� �� ��� ��� �� ��������� �������� ��

��� ��������� �� ���� ��� ���� ���� �� �� ������� �� ����������� �� ������ �� ����� 1� �����

��������� ����� ��������� ����� �� �����������

����� ��� �������� y2 = (x3 + x2 − 1)Φ11(x)

�� ��� ��� ����� ��� ���������

��� ���� ��� ��������� ������� �� ����� �� ��� ���� 1 �� �� ����� ����� ��� ��� ������������
���� ���� Q �� ��� �������� ������� �� Υ� ����� ��� �������� ������� �� ���������������� ����� ��
���������� �� �� ����� ��� � ���������� ��� ���� ����� ��������� ������� � ��������� ����� ��� �� ������

��



������� ������ ��� ���� Q��������� ����� �� ��� ����� Υ ������ �� ��� ��������

Υ : y2 = (x3 + x2 − 1)Φ11(x)

�� ��� ����� �� ��������

������ �� ������� ����� �� ��� ����

Υ(Q) =
4�

i=1

φΥ,i(Di(Q)),

��� ���� ����

Di(Q) ⊆ φ−1C,i(Hi),

�����

Hi = ψ−1
C,i(P

1(Q)) ∩ Ci(K).

���� ����� ����� �� ���� ���� Hi = Hsearch
i ��� 1 ≤ i ≤ 3� ���� � 2������� �����

����������� ����� ���� J4(K) = {0}� ����� J4 �� ��� �������� ������� �� C4 ��� ����

H4 = C4(K) = {(1,
√
θ − 5, 0)}� �� ������ ���� ���� ��� ������ �� ��� Di�� ��� ������

�� (X,Y1, Y2, Y3, Z) ∈ P4(2, 3, 5, 5, 1)� ���� GQ ������ �� Y2 ��� Y3 ��� ���� ��� �� ����

�� ��� ����� �� ��� ������� ���������� �� K� ��� ��� ������ �� ��� Ci�� ��� ������ ��

(X,Y, Z) ∈ P2(2, 5, 1)� �� ���� ����� �� �� � ������ ���� ��� ���� �� −1� 23� θ − 5 ���

θ + 4 ��� ������ ���� �� ξ1� ξ2� ξ3 ��� ξ4 ������������� ������� ����� �������� �� ���

��� ����������

���



D1(Q) ⊆ φ−1
C,1








(−1,−1, 1),

(−1, 1, 1),

(1, 1, 0)








=





(−1, ξ1,−1,−1, 1), (−1,−ξ1,−1,−1, 1), (−1, ξ1,−1, 1, 1), (−1,−ξ1,−1, 1, 1),

(−1, ξ1, 1, 1, 1), (−1,−ξ1, 1, 1, 1), (−1, ξ1, 1,−1, 1), (−1,−ξ1, 1,−1, 1),

(1, 1, 1, 1, 0), (1,−1, 1, 1, 0), (1, 1, 1,−1, 0), (1,−1, 1,−1, 0)





⇒ D1(Q) = {(1, 1, 1, 1, 0), (1,−1, 1, 1, 0)}

D2(Q) ⊆ φ−1
C,2








(0,−1, 1),

(0, 1, 1),

(−1, 1, 0)








=





(0, ξ1,−1,−1, 1), (0,−ξ1,−1,−1, 1), (0, ξ1,−1, 1, 1), (0,−ξ1,−1, 1, 1),

(0, ξ1, 1, 1, 1), (0,−ξ1, 1, 1, 1), (0, ξ1, 1,−1, 1), (0,−ξ1, 1,−1, 1),

(−1, ξ1, 1, 1, 0), (−1,−ξ1, 1, 1, 0), (−1, ξ1, 1,−1, 0), (−1,−ξ1, 1,−1, 0)





⇒ D2(Q) = ∅

D3(Q) ⊆ φ−1
C,3

��
(1, ξ1ξ3, 0)

��

=
�

(1, ξ2, ξ1ξ3, ξ4, 0), (1,−ξ2, ξ1ξ3, ξ4, 0), (1, ξ2, ξ1ξ3,−ξ4, 0), (1,−ξ2, ξ1ξ3,−ξ4, 0)
�

⇒ D3(Q) = ∅

D4(Q) ⊆ φ−1
C,4

��
(1, ξ3, 0)

��

=
�

(1, ξ2, ξ3, ξ1ξ4, 0), (1,−ξ2, ξ3, ξ1ξ4, 0), (1, ξ2, ξ3,−ξ1ξ4, 0), (1,−ξ2, ξ3,−ξ1ξ4, 0)
�

⇒ D4(Q) = ∅

�� �� ���� ���� Υ(Q) = φΥ,1(D1(Q)) = {(1, 1, 0) =∞}�

���
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���

������� ����������� ��������� �� ��������� ����� �� �� ��� ������� ������ �� ��� ����

�� ��� ��� H = ψ−1(P1(Q))∩C(K) ���� �� ������� �� ���� ��� �� ���������� �� �������

������� �������� ������ �� ��� ���� �� ��� ��� �� �������� ������ �� �������� ������� ��

������ ���� ��� ������� ��� ��� �� ���������� ������ �� ����� ��� ������ �� ������

�� ������������� ������ �� ���� ��� ��� ������ �� ��������� �� ���� ��������� �� ������

��� ��� ������ ������ ������ ���� �� ��� ������ �� ����� � ����������� ����

��������� ω ��� �� Cp ��� ��� ���� �� ��� ���

H = {P ∈
�

p|p
Cp(Fp) : ψp(Pp) = ψq(Pq) ∈ P1(Fp) ∀p, q | p},

�� ��� ���� ��� ��� ������� ������ ������ �� ��� ������ �� ����� �� ������������ ���

#C(Fp) ��� �� ������� ��������
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������������� ������� ���� ���� ���� ��� ���� �� � �������� �������� �� �� ���������

�� ����������� ����������� ��������� ����� �������� ����� �� ��� ����������� ������

�������� Xp + Y q = Zr�� ���� �� ��� ����������� ���������� ������ �� �� ���� ���

������� ���� ���� ���� ���� �� ��� ������ ���� ����� ���� �� �� ��������� ��� ��� ����������

�� ��������� ��� ������ �� J � �� ����� �� ��� ���������� ��� � ����� ����� ��������

�� J(K) ��� ��� �� ������� � ������ ��� K��������� ������ �� J � ��������� ���� ��

���� ����������� ��� ������ C ���� g = 2 ��� K = Q� ����� ��� ���������������

����� ��������� ����������� �� ������ ��� ������ �� ��� ������ ������� K� ����� ��

� ���������������� ��� �� ��� ��� ��������� �� ������ ��� ������ ������ �������� ��
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�� ��� �� ��������� ��������� ��� ������������� ������������� ���� ����

������� ���������� ������ �� �� ������� �� ��������� ������� p����� ��������� ��

Cp ��� Jp� �������� ����� ��� ���� �� �� ���� ���������� ���� ��� ������� ������ ���

���� ������� ��� �� �� ���� ����� �� �� ��������� ��� ��� �� ��������� ���������
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������������� ������ ��������� �� ��� ���� ���� �� �����

�� ���������� �� ������ �� J � ���������� ��� ������������ ����� �������� ������

���� �� ��� ����� ����� Jp(Fp) �� ���� �� ����� ���� �� ����� ��� �������� ���������

������� ��� �������� �� ���� ������ ���� ������ ����� ���� �� �������� ������ ��

������� �������� �� ������ �� ��� �������� �� ���� �� ��������� �� �������� �� �
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��� �� ��������� ���� ���� ��� �����

��������� (1) − (3) ��� ��� �������������� �� ������� �� ��� ���������� �������� ��

��������� ��� ����������� ��� ��� C(K) ��� ���� �������� �� ������������� ������ C�

�� ���� ������ ��� ��� ������� �� ��� ������� ���� ������� ��� � ���������� ���������� ��

������ �� ���� ���� ���� ����� �� �� ���� ���� ��� ����������� ������ �������� X7+Y 7 =

Z5� ��� ������� �� ��� ��������� ��� ����� �� ������������� ������ ������ �� �� ��

����������� ��������� �� ��� ���� �� ������� ���� ��� ��������� �� ����� ���������� ��

� ���� ������� ����� �� ������ ���� ����� ����� ������������

���� �������������� �� ����� �� ������� �� ��� �������� ��������� �� ������ ������ �� ��� ����������
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1k +2k + · · ·+xk = yn� ������� ����� ��� ������� ��� �� ���������� �� �������
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